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Introduction
Les algorithmes de traitement d’images ont souvent un nombre important
de parame`tres. Le choix de parame`tres optimaux pose souvent proble`me. Heu-
reusement dans certains cas l’influence des parame`tres est connue et permet
d’optimiser le re´sultat. Ainsi le filtre de Canny et Deriche [10] pour la de´tec-
tion de contours ne posse`de qu’un ou deux parame`tres qui ont une signification
claire. L’un des parame`tres est un seuil a` partir duquel la re´ponse est conside´re´e
eˆtre un contour. Le second parame`tre concerne la pre´cision de la localisation de
ces contours. Comme l’influence de ces parame`tres est connue, il est possible de
les re´gler relativement facilement. Mais avec de´ja` trois parame`tres, voire plus
le choix de la valeur de chacun d’entre eux pose des proble`mes importants.
Certaines techniques existent cependant pour se´lectionner des parame`tres op-
timaux.
A` l’inverse la voie propose´e par Desolneux, Moisan et Morel dans [12] est
de re´duire le nombre de parame`tres. En effet ils proposent un paradigme re´-
duisant le nombre de parame`tres a` un. Dans [12], ce paradigme est applique´ a`
la de´tection d’alignements dans les images. Dans sa the`se [11], Desolneux ap-
plique e´galement ce paradigme a` la de´tection des modes dans un histogramme
ainsi qu’a` la de´tection des contours dans une image.
Le paradigme qu’ils utilisent est le principe de Helmholtz. Ce dernier sti-
pule que ce qui est remarquable ce sont les grandes de´viations par rapport a`
un fond uniforme. Par exemple pour les alignements, dans un cadre classique
de maximisation a posteriori, il faut de´finir pour chaque emplacement pos-
sible d’un alignement une probabilite´ d’avoir un alignement. La re´ponse du
de´tecteur serait donc d’autant plus grande si dans l’image ce qui se trouve a`
cet emplacement ressemble a` un alignement. Au contraire avec le principe de
Helmholtz, nous supposons que l’image est une sorte de bruit blanc. Pour les
alignements les auteurs de [12] supposent qu’en chaque point l’orientation des
lignes de niveau suit une loi uniforme et que celles-ci sont inde´pendantes. Ce
qu’ils cherchent alors dans l’image ne sont pas les emplacements ou` il est plus
probable d’avoir un alignement, mais les endroits ou` on observe un alignement
des points qui est tre`s peu probable par rapport a` leur hypothe`se de re´partition
uniforme et inde´pendante des orientations.
Ils appellent ce mode`le un mode`le a contrario. Ce qu’ils cherchent ce sont les
phe´nome`nes “rares,” les apparitions d’au moins k points aligne´s avec la meˆme
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orientation. Il cherchent dans l’image les endroits ou` leur hypothe`se d’unifor-
mite´ est la plus mise en de´faut. Ils utilisent la probabilite´ qu’au moins k points
soient aligne´s avec la meˆme orientation. Ce faisant un parame`tre est intro-
duit qui est relatif a` l’image, la longueur minimale requise pour que ces points
forment un segment. Cependant les auteurs ne s’inte´ressent pas a` la probabi-
lite´ d’avoir ce nombre de points aligne´s. Ce qui les inte´resse est le nombre de
fausses de´tections. En effet la probabilite´ d’un e´ve´nement a beau eˆtre faible, en
faisant suffisamment de tests ale´atoires, tant que la probabilite´ n’est pas nulle
il est toujours possible que cela se produise “par hasard.”Ce nombre de fausses
alarmes est lie´ a` l’espe´rance d’observer dans une image avec des orientations
uniformes au moins k points aligne´s avec la meˆme orientation. Il semble na-
turel de vouloir moins d’une fausse alarme sur l’image. Pour cela les auteurs
veulent que l’espe´rance (non pas la probabilite´) du nombre d’observations d’au
moins k points aligne´s avec la meˆme orientation soit plus petite que 1. Comme
les orientations sont inde´pendantes pour majorer l’espe´rance il suffit de multi-
plier cette probabilite´ par le nombre de tests effectue´s a priori, sans connaˆıtre
la valeur de k.
Le sujet de [12], la de´tection des alignements n’a pas e´te´ choisi par hasard
par les auteurs. Les alignements correspondent a` une des Gestalts e´nume´re´es
dans [22]. Dans [22] Kanizsa explique la the´orie de la Gestalt. Dans cette
the´orie de la perception, lorsque nous voyons des images, certains points de
l’image sont automatiquement regroupe´s par notre cerveau. Ce phe´nome`ne de
regroupement et le re´sultat s’appelle une Gestalt. Ce phe´nome`ne de regrou-
pement est tre`s fort et important, c’est ce phe´nome`ne qui est a` l’origine de
plusieurs illusions d’optique ou` des regroupements se font naturellement alors
qu’en fait ce qui est regroupe´ ne vient pas du meˆme objet (ou n’a pas la meˆme
cause). Dans [22] sont de´crites plusieurs Gestalts. Les points d’une image sont
regroupe´s en fonction de diffe´rents crite`res : meˆme orientation dans le cas des
alignements, meˆme couleur, meˆme forme, etc. Ces regroupements constituent
les Gestalts. Dans la the´orie de la Gestalt le tout est plus fort que la somme
des parties. En effet le fait que ces points se regroupent avec les points voisins
qui ont la meˆme orientation donne un sens plus fort a` ces points que juste
plusieurs points se´pare´s. Le fait qu’ils forment une Gestalt les associe forte-
ment. La re´union de ces points permet de comprendre plus facilement l’image.
A` leur tour, ces Gestalts peuvent pre´senter des caracte`res en commun pour
former ensemble des sortes de super-Gestalts. Nous voyons ainsi se dessiner
un algorithme pyramidal qui permettrait d’interpre´ter facilement une image :
de´tecter les Gestalts pre´sentes dans l’image, puis de´tecter a` partir de ces Ges-
talts des super-Gestalts, et ainsi de suite avec pour but final une analyse de la
sce`ne a` la manie`re de celle effectue´e par le cerveau humain. C’est avec ce but
final que les auteurs de [12] se sont attaque´s a` la de´tection des alignements. Ils
ont ensuite utilise´ le meˆme paradigme utilisant le principe de Helmholtz pour
d’autre Gestalts dans [13, 14], les modes des histogrammes, les contours.
2
Une des Gestalts cite´e par Kanizsa dans [22] est la constance de largeur. La
constance de largeur apparaˆıt lorsque dans une image est pre´sente une struc-
ture que nous qualifierions de longiligne, par exemple un ruban qui flotte au
vent. Un autre exemple peut eˆtre une ligne trace´e au crayon sur du papier.
Pour utiliser le principe de Helmholtz, nous devons pouvoir calculer la proba-
bilite´ que deux courbes restent paralle`les. Pour cela nous sommes amene´s a`
proposer une mode´lisation de courbes. Cette mode´lisation consiste a` fabriquer
des courbes en mettant bout a` bout des segments de longueur r. A` partir de
cette mode´lisation nous proposons un mode`le limite en faisant tendre r vers 0.
Nous pre´sentons e´galement un estimateur de la probabilite´ pour deux courbes
de rester paralle`les.
Le mode`le limite obtenu aboutit a` une e´quation aux de´rive´es partielles qui
contient a` la fois un terme de diffusion et un terme de transport. Cette e´qua-
tion est du meˆme type que les e´quations utilise´es pour re´soudre le proble`me
de la de´socclusion. Ce proble`me apparaˆıt lorsqu’il y a un trou dans une image.
La de´socclusion consiste a` remplir le trou de l’image de manie`re inde´tectable a`
partir des informations pre´sentes dans l’image autour du trou. En partant de
l’e´quation aux de´rive´es partielles trouve´e dans la premie`re partie nous propo-
sons un mode`le pour re´soudre le proble`me de la de´socclusion. La diffe´rence de
notre me´thode par rapport aux mode`les existants est le fait que nous prenons en
compte l’incertitude de la mesure du gradient d’une image connue uniquement
sur une grille discre`te de points. En chaque point de la grille nous calculons le
gradient de l’image. Nous avons donc une valeur approche´e de l’orientation du
gradient (qui correspond a` l’orientation des lignes de niveau) et de sa norme.
Cependant au lieu d’utiliser directement ces valeurs pour comple´ter l’image
dans le trou en suivant les lignes de niveau, nous introduisons des probabilite´s
d’orientation. En chaque point nous introduisons une probabilite´, sa moyenne
est l’orientation approche´e trouve´e et son e´cart-type de´pend de la pre´cision du
calcul. Nous savons que l’orientation calcule´e est d’autant plus pre´cise que la
norme du gradient est e´leve´e, et nous utilisons cela pour les e´carts-types. Ceci
nous conduit en fait a` deux e´quations aux de´rive´es partielles : une premie`re
e´quation pour comple´ter ce champ de probabilite´s a` l’inte´rieur du trou et une
deuxie`me e´quation pour reconstruire l’image dans le trou a` partir de ce champ
de probabilite´. Cette me´thode de de´socclusion n’est pas adapte´e aux images
de texture mais aux images contenant plutoˆt de l’information ge´ome´trique.
Ce manuscrit s’organise en deux parties. La premie`re partie est consacre´e
a` la mode´lisation de la Gestalt constance de largeur. Dans la deuxie`me partie
nous nous inte´ressons au proble`me de la de´socclusion.
La premie`re partie commence par une introduction a` la the´orie de la Ges-
talt. Le chapitre 1 est consacre´e a` la pre´sentation de la the´orie de la Gestalt
et a` la vision par ordinateur. Nous e´tudions aussi le lien qui existe entre ces
deux the´ories a` travers le mode`le a contrario introduit par Desolneux, Moisan
et Morel dans [12]. Nous e´tudions e´galement le proble`me de la constance de
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largeur. Nous rappelons plusieurs me´thodes existantes qui se rapprochent le
plus du proble`me qui nous inte´resse de la Gestalt constance de largeur. Le
chapitre 2 est consacre´ a` la pre´sentation de notre mode`le de ge´ne´ration de
courbes a` partir de segments de longueur r. Ce mode`le nous sert dans le cha-
pitre 3 pour calculer la probabilite´ pour deux courbes de rester paralle`les. Nous
pre´sentons une me´thode de calcul de´coulant de notre mode`le de ge´ne´ration de
courbes. Nous pre´sentons e´galement un estimateur qui constitue une me´thode
bien plus rapide que le calcul direct. Enfin nous e´tudions le mode`le limite ob-
tenu en faisant tendre r vers 0 dans notre mode´lisation et nous obtenons alors
un mode`le d’e´quation aux de´rive´es partielles. Le dernier chapitre de cette pre-
mie`re partie, le chapitre 4 contient l’e´tude des probabilite´s obtenues par les
trois me´thodes sur diffe´rentes courbes. L’ensemble de ce travail doit rendre
possible la de´tection automatique des constances de largeur dans les images.
La deuxie`me partie traite du proble`me de la de´socclusion. Dans le cha-
pitre 5, nous avons rassemble´ les descriptions des me´thodes de de´socclusion
pour les images de type ge´ome´trique. Dans le chapitre 6 nous pre´sentons notre
propre mode`le de de´socclusion base´ sur une probabilite´ d’orientation des lignes
de niveau de l’image prenant en compte les incertitudes du calcul de l’orien-
tation de ces lignes de niveau. Au chapitre 7 nous introduisons nos sche´mas
nume´riques pour la re´solution du syste`me de deux EDPs que nous obtenons
avec notre mode`le. Nous montrons e´galement quelques re´sultats nume´riques
dans ce chapitre.
Pour finir nous pre´sentons les conclusions et les perspectives de ce travail
puis deux annexes. Une premie`re annexe, l’annexe A est consacre´e a` quelques
termes de diffusion fre´quemment rencontre´s pour la re´gularisation d’images
par e´quations aux de´rive´es partielles. La deuxie`me annexe, l’annexe B pre´sente
un filtre pour un calcul utilisant le gradient d’une image, le filtre de Deriche
pre´sente´ dans [10].
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Chapitre 1
The´orie de la Gestalt et vision
par ordinateur
1.1 L’e´cole gestaltiste
Dans la grammaire du voir [22], Kanizsa explique les re`gles qui re´gissent la
perception. Kanizsa fait partie de l’e´cole gestaltiste qui a commence´ a` Berlin
a` la fin du XIXe`me sie`cle et qui a continue´ en Italie par la suite, puis aux
E´tats-Unis d’Ame´rique. Le fondement du Gestaltisme est que lorsque nous
voyons un carre´, notre cerveau ne voit pas simplement les quatre coˆte´s, ou
bien l’ensemble des points lumineux qui forment ses quatre coˆte´s mais qu’il
perc¸oit quelque chose en plus. La perception est modifie´e par l’objet perc¸u. Une
phrase simplificatrice courante est de dire que le tout masque les parties. Ceci
signifie que le tout n’est pas la simple somme des parties, il rajoute quelque
chose en plus. Ce tout est appele´ une Gestalt. Depuis le de´but du XXe`me
sie`cle l’e´cole gestaltiste s’est inte´resse´e a` comment se forment ces Gestalts. Le
premier chapitre du livre de Kanizsa fait le point sur les re`gles de formation
des Gestalts.
1.1.1 Objets physiques et objets perceptifs
Le processus de perception peut sembler simple de prime abord. Des pho-
tons se re´fle´chissent sur les objets. Ces photons passent par notre œil pour
arriver sur les coˆnes et les baˆtonnets de notre re´tine. Ensuite cette information
est transmise par les nerfs a` notre cerveau. Celui-ci nous dit alors ce que nous
voyons. Il n’y a qu’a` analyser chacune de ces e´tapes pour savoir ce que nous
percevons.
Cependant nous n’avons pas du tout acce`s aux e´tapes interme´diaires. Ce
que nous avons a` notre disposition n’est que le produit fini de cette longue
chaˆıne. Ceci pose un premier proble`me : il faut bien distinguer les objets
physiques—les objets re´ellement pre´sents—et les objets perceptifs—les objets
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que nous voyons. En effet jusqu’a` la fin du XIXe`me sie`cle l’ide´e commune e´tait
de penser que les briques de base de la perception e´taient les stimuli visuels
arrivant sur la re´tine. Les Gestaltistes ont remis en cause cette vision en mon-
trant que nous percevions en fait autre chose que cette masse de stimuli et que
des objets sont perc¸us au-dela` de ces stimuli. Par exemple dans le triangle de
Kanizsa, figure 1.1 nous voyons le bord du triangle blanc meˆme la` ou` il n’est
physiquement pas pre´sent. En fait le triangle blanc tout entier n’est pas phy-
siquement pre´sent dans cette image. Les objets physiquement pre´sents dans
cette image sont seulement trois angles et trois portions de disque. Et inver-
sement nous pouvons eˆtre ve´ritablement aveugle et ne pas parvenir a` voir un
objet physiquement pre´sent. Par exemple dans les deux images de la figure 1.2
se trouve le meˆme hexagone, cependant dans l’image 1.2(b), celui-ci n’est pas
visible, nous ne le percevons pas ou alors difficilement et de manie`re fugitive.
En effet il est cache´ par le reste de la figure qui forme un tout et l’hexagone
n’y est plus perceptible.
De la meˆme manie`re les illusions optico-ge´ome´triques mettent e´galement
en de´faut une correspondance entre re´alite´ et perception. Ainsi l’illusion de
Sander (figure 1.3) consiste en deux paralle´logrammes, les diagonales de ces
paralle´logrammes ont physiquement la meˆme longueur alors que nous les perce-
vons de longueurs diffe´rentes. Dans la figure 1.4 nous avons reproduit l’illusion
de Zo¨llner, nous ne voyons pas paralle`les les diagonales du carre´. Pourtant,
physiquement, elles le sont.
Ces illusions optico-ge´ome´triques sont souvent conside´re´es comme des dis-
tractions. Vis-a`-vis du processus de perception elles ne seraient que des excep-
tions, des aberrations, elles le mettraient en de´faut et l’empeˆcheraient de bien
faire son travail. Kanizsa rejette cette ide´e, le processus re´gissant la perception
ne peut souffrir aucune exception. Par conse´quent les illusions sont des percep-
tions comme les autres. Loin d’eˆtre des exceptions a` une loi ge´ne´rale, elles per-
mettent de mettre en avant ces rouages. Les illusions optico-ge´ome´triques
permettent d’isoler les rouages du processus de perception.
1.1.2 Les me´canismes de la perception
Ce qui nous permet de percevoir les objets physiques sont les photons qu’ils
re´fle´chissent. Tous ces photons e´tant inde´pendants les objets physiques sont
comple`tement de´mate´rialise´s, en passant de la re´alite´ physique a` la re´alite´ per-
ceptive. Comme nous percevons ne´anmoins des objets, nous les voyons, il faut
bien que nous reconstruisions des objets perceptifs a` partir des images qui
nous parviennent. Rubin a e´tudie´ la formation des objets perceptifs. Il regarde
pour cela comment une certaine partie d’une image prend le roˆle de figure
au-dessus du fond. Il utilise la me´thode phe´nome´nologique de l’e´cole gestal-
tiste, c’est-a`-dire qu’il pre´sente a` l’observateur des expe´riences aux parame`tres
bien de´termine´s. Ensuite il demande a` l’observateur une description la plus
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Fig. 1.1 – Le triangle de Kanizsa. Dans cette figure nous percevons un tri-
angle blanc au-dessus d’un autre triangle et de trois disques. Pourtant ne sont
physiquement pre´sents que trois angles et trois portions de disque. De plus le
triangle blanc est plus blanc que le fond qui est pourtant de la meˆme couleur.
Nous “voyons” les bords du triangle blanc aux endroits ou pourtant il n’y a
rien sur la figure. Il s’agit la` de bord suggestifs sugge´re´s par l’alignement des
portions de disque et des angles.
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(a) Un hexagone. (b) Le meˆme hexagone est aussi pre´-
sent.
Fig. 1.2 – Camouflage d’un hexagone. L’hexagone de la figure de gauche est
e´galement pre´sent dans la figure de droite. Cependant les segments paralle`les a`
ses coˆte´s le masquent totalement. Pour arriver a` voir l’hexagone il faut suivre
son contour et meˆme dans ce cas il est difficile de le voir longtemps.
Fig. 1.3 – Illusion de Sander. Sur cette figure sont repre´sente´s deux paralle´-
logrammes et pour chacun d’eux une de leurs diagonales. Les deux diagonales
sont de meˆme longueur et pourtant la diagonale du paralle´logramme de gauche
semble plus petite que celle du paralle´logramme de droite.
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Fig. 1.4 – Illusion de Zo¨llner. Les lignes les plus longues sont toutes paralle`les
a` la diagonale du carre´. Cependant les petits segments qui leur sont superpose´s
changent notre perception de leur direction de sorte que ces lignes paralle`les
nous semblent divergentes ou convergentes mais certainement pas paralle`les.
imme´diate et authentique possible, sans interpre´tation ou re´flexion de sa part.
Dans l’image de la figure 1.5 par exemple, le plus souvent est perc¸u un
espe`ce de chandelier noir avec des sortes de feuilles, c’est-a`-dire que la partie
noire de l’image prend le roˆle de figure, tandis que la partie blanche joue le
roˆle de fond. Cependant il est e´galement possible de voir deux visages en face
a` face sur fond noir. Il est inte´ressant de constater que nous ne pouvons pas
percevoir simultane´ment le chandelier et les deux visages, alors meˆme qu’ils
sont tous constamment pre´sents dans l’image. En effet la figure et le fond sont
perceptivement tre`s distincts. La figure est pre´sente, elle occupe de l’espace,
c’est un objet perceptif alors que le fond est vide et s’e´tend par derrie`re la
figure. Les contours de la figure sont unilate´raux, ils ne de´limitent que la figure
et pas le fond qui lui n’a pas de forme propre.
Rubin a commence´ a` de´gager des re`gles qui peuvent permettre de savoir
comment se fait l’articulation figure/fond. Il a mis en avant la taille, la relation
topologique (si l’un inclus l’autre), et les types de bords (convexite´, concavite´).
Par la suite Wertheimer [40] a cherche´ a` isoler plus syste´matiquement ces re`gles,
Kanizsa les re´sume comme suit.
Les re`gles de formation des unite´s perceptives sont : la proximite´,
la ressemblance, la continuite´ de direction, la fermeture, la pre´gnance
(Pra¨gnanz ) et l’expe´rience passe´e. Nous appelons ces re`gles des Gestalts.
La proximite´. Dans la figure 1.6 se trouvent 25 points noirs. Il y a un tre`s
grand nombre de configurations possibles. Il est possible d’en voir certaines
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Fig. 1.5 – Un chandelier ou bien deux visages face a` face ? En ge´ne´ral lors
de la premie`re vision de ce dessin la partie noire forme une figure et nous
voyons une sorte de chandelier avec des appendices en forme de feuille au
dessus d’un fond blanc. Cependant il est e´galement possible de faire prendre a`
la partie blanche le roˆle de la figure au-dessus d’un fond noir. Dans ce cas la`
nous voyons deux visages face a` face. Cependant ces deux interpre´tations ne
peuvent pas cohabiter, le fond passe derrie`re la figure, de sorte qu’il n’a pas
de forme propre. Ainsi lorsque la partie blanche prend le roˆle de la figure, la
partie noire n’a pas de forme et ne saurait eˆtre vue comme un chandelier, et
vice-versa.
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Fig. 1.6 – Vingt-cinq points re´gulie`rement re´partis. Aucun des vingt-cinq
points ne se distingue des autres. Il existe un nombre impressionnant de fac¸on
de regrouper vingt-cinq points. Il est possible de mentalement les regrouper
par ligne ou par colonne par exemple, cependant il faut faire un effort pour
maintenir ce regroupement. En fait aucun regroupement n’est mis en avant
dans ce dessin.
mais aucune n’est vraiment stable. Par contre dans la figure 1.7(a) des regrou-
pements verticaux se forment spontane´ment et restent stables. Cette figure
illustre la Gestalt de proximite´. En effet dans la figure 1.7(a) les deuxie`me et
quatrie`me colonnes ont simplement e´te´ de´cale´es respectivement a` gauche et
a` droite. La proximite´ entre deux colonnes de gauche et celle des deux co-
lonnes de droite, nous les fait les assembler et nous regroupons alors les points
verticalement.
La ressemblance. Dans la figure 1.7(b) les objets se regroupent une fois
encore verticalement. Cette fois-ci c’est la Gestalt de ressemblance qui est
illustre´e par cette figure. En effet les deuxie`me et quatrie`me colonnes sont
forme´es de triangles alors que les trois autres sont forme´es de points. Le re-
groupement des triangles se fait spontane´ment et les regroupements ici encore
se font verticalement.
La continuite´ de direction. Dans la figure 1.8 c’est la re`gle de continuite´
de direction qui nous fait voir un segment, une ligne et un arc de cercle. En
effet tous ces objets perceptifs ne sont pas physiquement pre´sent, il n’y a que
des points. De plus au croisement entre la ligne brise´e et le segment, nous
prolongeons en ligne droite ce que nous voyons.
La fermeture. Nous pre´fe´rons e´galement les regroupements formant des ob-
jets ferme´s plutoˆt que des objets ouverts. C’est le cas dans la figure 1.9. Cette
re`gle de fermeture met en avant des cercles plutoˆt que des sortes de x. Pour-
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(a) Proximite´.
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(b) Ressemblance.
Fig. 1.7 – Toujours vingt-cinq points mais cette fois-ci ils se regroupent par
colonnes. En effet dans le dessin de gauche la deuxie`me colonne a e´te´ rap-
proche´e de la premie`re colonne et la quatrie`me de la cinquie`me. Cette fois-ci
les points se regroupent spontane´ment verticalement. Dans le dessin de droite
dans la deuxie`me et la quatrie`me colonne les disques ont e´te´ remplace´s par
des triangles. La` encore ce changement provoque un regroupement vertical des
disques ensemble et des triangles ensemble. Dans le premier cas la proximite´
des colonnes provoque un regroupement vertical, c’est le regroupement par
proximite´ et dans le second cas la similarite´ des formes d’une meˆme colonne
provoque le meˆme phe´nome`ne, il s’agit du regroupement par ressemblance.
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Fig. 1.8 – Un arc de cercle, un segment et une ligne brise´e. Sur ce dessin
sont dessine´s des points noirs re´gulie`rement espace´s suivant des courbes. Ces
points se regroupent spontane´ment pour former un arc de cercle, un segment
et une ligne brise´e. Ceci est duˆ au fait que lors de chaque croisement nous
avons “choisi” une continuation parmi celles possibles de fac¸on a` continuer les
courbes dans la meˆme direction, c’est-a`-dire que les regroupements ont eu lieu
en utilisant la re`gle de continuite´ de direction.
tant l’espace entre deux branches de demi cercle est plus important que l’espace
entre les demi-cercles.
L’expe´rience passe´e. L’expe´rience passe´e joue e´galement un roˆle. Son in-
fluence est moindre que les autres re`gles mais elle est re´elle. Par exemple dans
la figure 1.10 les courbes semblent inde´pendantes et sans rapports cependant
apre`s une rotation de pi/2 radians le mot THE apparaˆıt clairement, ceci n’est
possible qu’en connaissant l’alphabet.
1.1.3 Et la constance de largeur ?
La Gestalt de pre´gnance regroupe pour Kanizsa le fait que la figure obtenue
doit obe´ir a` certains crite`res de simplicite´, d’ordre, de syme´trie, de re´gularite´,
de cohe´rence structurelle et de caracte`re unitaire. Ceci pour pre´ciser le sens
du principe de la pre´gnance aussi appele´ bonne Gestalt et qui sert parfois
d’explication haˆtive. Comme exemple de ce principe de pre´gnance, dans la
figure 1.11(a) nous percevons un hexagone et dans la figure 1.11(b) un cube
alors meˆme que les deux figures peuvent eˆtre conside´re´es comme des vues en
perspective d’un cube. Seulement la figure 1.11(a) est assez re´gulie`re en deux
dimensions pour eˆtre interpre´te´e comme un hexagone, sans relief, alors que la
figure 1.11(b) en deux dimensions n’a pas de re´gularite´. Cependant en e´tant
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Fig. 1.9 – Des cercles ou des sortes de x ? Sept demi-cercles sont dessine´s.
Meˆme si les demi-cercles qui se tournent le dos sont plus proches que les demi-
cercles qui se font face, le regroupement spontane´ est de regrouper les demi-
cercles en face a` face de manie`re a` former des cercles. Le regroupement spontane´
privile´gie les cercles, des formes ferme´es a` des sortes de x qui sont des formes
ouvertes. C’est le regroupement par fermeture.
Fig. 1.10 – Il n’y a aucun lien apparent entre les courbes du dessin. Cepen-
dant si nous penchons le dessin sur la droite, le mot “THE” apparaˆıt e´crit
verticalement. Ce faisant certaines des courbes sont regroupe´es comme faisant
partie d’une meˆme lettre. Les lettres ne sont pas inne´es, elles de´pendent de
la culture, elles sont apprises. Ainsi ce regroupement s’effectue en fonction de
l’expe´rience passe´e de l’observateur.
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(a) Un hexagone. (b) Un cube.
Fig. 1.11 – Un hexagone et un cube, deux projections possibles d’un meˆme
cube. En effet sur le dessin de gauche nous voyons un hexagone et sur le dessin
de droite nous voyons une vue en perspective d’un cube. Pourtant l’hexagone
du dessin de gauche pourrait eˆtre vu comme une vue en perspective particulie`re
d’un cube. L’hexagone en deux dimensions a assez de re´gularite´ par lui-meˆme
ce qui n’est pas le cas de la figure de droite vue comme un dessin en deux
dimensions. Pour le dessin de droite son interpre´tation comme la projection
d’un cube lui apporte de la re´gularite´ qu’il n’a pas en deux dimensions. Cette
interpre´tation obe´it a` la re`gle de pre´gnance, la recherche des figures les plus
re´gulie`res.
conside´re´e comme une vue en perspective d’un cube, la figure obtient toute la
re´gularite´ du cube.
Les figures 1.12(a) et 1.12(b) mettent en avant un autre aspect du principe
de pre´gnance. Dans la figure 1.12(a) les bandes blanches ont des bords a` peu
pre`s paralle`les et sont de largeur constante. Elles prennent pre´fe´rentiellement
le roˆle de figure au-dessus d’un fond noir. Plutoˆt que les bandes noires aux
bords irre´guliers au-dessus d’un fond blanc. Par contre dans la figure 1.12(b)
ou` il ne reste qu’une des bandes noires c’est elle qui est la figure sur un fond
blanc. C’est cet aspect du principe de pre´gnance que nous appelons la Gestalt
constance de largeur.
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(a) Des bandes blanches. (b) Une bande noire.
Fig. 1.12 – Bandes blanches et bande noire. Sur le dessin de gauche nous voyons
plutoˆt des bandes blanches sur fond noir que l’inverse. En effet les bords des
bandes blanches sont plus re´guliers que ceux des bandes noires. Ceux-ci sont
plus paralle`les et donc la largeur des bandes blanches varie moins que celle
des bandes noires. C’est un regroupement par constance de largeur. Ceci
est relatif car dans le dessin de droite ou` ne subsiste qu’une des bandes noires
du dessin de gauche, nous voyons une bande noire sur fond blanc bien que ses
bords soient aussi peu re´guliers que sur le dessin de gauche.
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1.2 E´tat de l’art sur la de´tection de lignes et
de routes
C’est la Gestalt de constance de largeur que nous e´tudions. Dans l’histoire
de la vision par ordinateur les objets de largeur constante qui ont e´te´ le plus
e´tudie´s sont d’une part les lignes et d’autre part les routes. Nous commenc¸ons
donc par pre´senter ce qui a e´te´ fait dans ces domaines.
1.2.1 Couplage de de´tecteurs de bord
Koller et al. dans [24] partent du constat que le de´tecteur de ligne de
Canny re´pond e´galement aux bords. Pour re´soudre ce proble`me ils proposent
de de´coupler la de´tection de ligne en deux de´tecteurs de bord. Ils prennent
alors le minimum des deux de´tecteurs de sorte que s’il ne s’agit que d’un bord,
le re´sultat soit nul et celui-ci ne ge´ne`re pas de re´ponse.
Pour de´tecter une ligne ils utilisent deux de´tecteurs de bord de´centre´s et
syme´triques l’un par rapport a` l’autre. Soient Bg et Bd ces deux de´tecteurs. Ils
utilisent en fait des de´rive´es de la gaussienne. L’utilisation de ces de´rive´es fait
alors penser a` une approximation par diffe´rence finie de la de´rive´e seconde de
la gaussienne qui est l’ope´rateur propose´ par Canny. Cette se´paration en deux
de´tecteurs de bord est aussi a` la base de l’algorithme propose´ par Subirana-
Vilanova et Kung dans [36].
Le de´tecteur unidimensionnel propose´ par Koller et al. est{
Ls = min ((Bg ∗ f)+, (Bd ∗ f)+)) ,
Bg = −G′s(x+ s) et Bd(x) = G′s(x− s),
(1.1)
ou` f+ = max(f, 0) est la partie positive de la fonction f . En bidimensionnel
ils calculent une direction de ligne en chaque point a` partir de la de´rive´e se-
conde lisse´e de l’image. Ensuite ils utilisent leur de´tecteur dans la direction
orthogonale. Ils suppriment alors les non-maxima et ils font cela pour toutes
les e´chelles.
Avec leur algorithme il est possible d’avoir une ide´e de la largeur des lignes
en regardant l’e´chelle donnant la plus forte re´ponse. Cependant la` encore le
re´sultat n’est pas un ensemble de lignes.
1.2.2 Regroupement en lignes
Dans [19], Glazer commence classiquement par de´tecter les points de ligne
avec la de´rive´e seconde de l’image. Les points de ligne sont les points tels que la
deuxie`me valeur propre de la hessienne de l’image (la courbure secondaire) est
au dessus d’un seuil et que dans cette direction l’image passe par un maximum
au point conside´re´. Ensuite avec une interpolation quadratique l’auteur trouve
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Fig. 1.13 – Profil ide´al d’une ligne.
une approximation plus pre´cise du point de ligne en coordonne´es continues a`
l’inte´rieur du pixel. Par la suite les points de lignes sont regroupe´ en chaˆınes.
Pour cela l’auteur utilise la direction des points de ligne et leur proximite´. Enfin
ces chaˆınes sont regroupe´es entre elles pour former des lignes avec des crite`res
similaires. De de´couplage en deux temps du rassemblement des points en des
lignes permet a` l’auteur de traiter plus facilement les endroits ou` plusieurs
lignes se croisent.
Cette fois-ci l’algorithme donne bien un re´sultat sous forme de lignes.
1.2.3 Prise en compte du biais
Steger dans [34] a une approche de ge´ome´trie diffe´rentielle et d’espace
e´chelle. Il e´tudie pre´cise´ment l’influence du facteur d’e´chelle sur l’e´paisseur
de´tecte´e. De plus il ne regarde pas seulement le cas d’une fonction cre´neau
comme sur la figure 1.13 mais il utilise une fonction qui n’a pas la meˆme valeur
des deux coˆte´s du cre´neau. Il e´tudie la` aussi l’influence de cette dissyme´trie
sur la localisation de la ligne. Le meˆme genre de technique que dans [19] est
utilise´ pour trouver les points de lignes.
Une fois les points de ligne pre´cise´ment localise´s, Steger cherche les bords
de la ligne avec des algorithmes classiques dans la direction orthogonale a` la
ligne. Ceci lui permet d’avoir une largeur pour la ligne. Il utilise alors son e´tude
sur les biais pour e´valuer plus pre´cise´ment la localisation du centre de la ligne
et sa largeur.
1.2.4 Amincissement
La me´thode de´crite par Treash et Amaratunga dans [37] part d’un algo-
rithme de de´tection de bord. Cette de´tection est faite avec des masques locaux,
chacun correspondant a` une direction de bord. Ensuite il font un seuillage du
re´sultat et les points isole´s sont e´limine´s. Chaque voisinage d’un point de bord
est examine´. Pour chaque configuration sur un voisinage 3 × 3 possible, les
auteurs proposent une modification qui revient a` amincir les lignes forme´es de
points de bord.
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Sur les points de bord restants les auteurs les relient entre-eux selon des
crite`res de distance et d’ade´quation entre les directions. Lors de cette phase
les directions sont lisse´es entre les points chaˆıne´s. Une fois les points de bord
relie´s entre eux, Treash et Amaratunga fabriquent des dipoˆles en reliant entre
eux des bords de directions oppose´es qui se font face.
1.2.5 Arbre et tests actifs
L’algorithme pre´sente´ par Geman et Jedynak dans [18] est un algorithme
de de´tection de route semi-automatique. L’objectif de cet algorithme est, e´tant
donne´e une image satellite et un point de de´part de route, de prolonger la de´tec-
tion de cette route a` travers l’image. Pour cela les auteurs font des hypothe`ses
sur les routes, ils supposent qu’elles sont de niveau de gris homoge`ne, qu’elle
ne font que quelques pixels de large et que leur courbure est faible.
Leur ide´e de de´part est de mettre un arbre ternaire sur l’image, la racine
de cet arbre est le point de de´part. Les trois descendants de cette racine sont
le point atteint en continuant dans la direction donne´e au de´part, le point
adjacent en allant dans une direction un peu plus a` gauche et le point adjacent
en allant un peu plus a` droite. Le reste de l’arbre suit le meˆme principe.
Ils s’inte´ressent a` l’ensemble des parcours possibles de l’arbre X . S’il est de
profondeur L, leur nombre est 3L. Un parcours X de cet arbre suit la route
qu’ils cherchent a` de´tecter. A priori ils ne le connaissent pas et chacun des
parcours a la meˆme probabilite´ d’eˆtre ce parcours X. Au de´part donc
P (x = X) = 3−L.
Ils e´laborent des tests a` pratiquer sur les branches de l’arbre ternaire. Ils
e´tablissent alors sur des images tests la probabilite´ des re´ponses possibles a` ces
tests en fonction de la position de la branche sur une route ou non. En faisant
des hypothe`ses d’invariance spatiale et d’inde´pendance ils cherchent a` maxi-
miser a posteriori la probabilite´ qu’un parcours suive la route en connaissant
les re´sultats des tests sur ses branches.
Pour acce´le´rer ce processus ils fabriquent en fait plusieurs arbres ternaires.
Pour cela ils de´cident de temps en temps, lorsqu’une branche est presque suˆre-
ment le long de la route de rede´finir cette branche comme racine d’un nouvel
arbre. Ils arrivent ainsi a` parcourir de grandes images en peu de temps.
Le proble`me de cette approche pour la de´tection de ligne est la forte limi-
tation sur la courbure et sur la largeur. En effet cet algorithme est pre´vu pour
de´tecter des routes sur un type d’image, donc a` courbure faible et de largeur
quelques pixels. De plus c’est un algorithme supervise´, il faut pre´ciser un point
de de´part et l’algorithme de´tecte alors une route partant de ce point et une
seule.
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1.2.6 Chaˆıne de Markov
Stoica et al. dans [35] utilisent un mode`le de processus ponctuel. Ils cherchent
un re´seau de route dans une image comme re´alisation d’un processus ponctuel.
Les points du processus sont des points d’un espace diffe´rent de celui de l’image.
Chaque point correspond en fait a` un rectangle sur l’image. Pour simuler ce
processus ponctuel ils utilisent une chaˆıne de Markov de Monte-Carlo, c’est-
a`-dire qu’ils font diffe´rentes simulations, les unes a` la suite des autres, chaque
simulation ne de´pendant que de la pre´ce´dente. Pour mener a` bien le passage
d’une simulation a` l’autre, ils utilisent la me´thode de Metropolis-Hastings et
Green [20]. Ceci consiste a` choisir parmi une liste la modification a` apporter a`
la simulation pour qu’elle soit plus proche de la re´alite´. Cette modification est
accepte´e en fonction d’une certaine probabilite´.
La probabilite´ d’acceptation de´pend de diffe´rents facteurs. Ces facteurs
prennent en compte le nombre de rectangles libres, c’est-a`-dire sans voisins
proches dans la simulation, le nombre de rectangles qui en touchent un autre
en une extre´mite´, en deux ou qui se croisent. Il y a aussi un crite`re pour favoriser
d’abord les alignements, ensuite les croisements francs et donc sont pe´nalise´s
les rectangles plus ou moins paralle`les. Et enfin sont favorise´s les rectangles
dont les pixels ont des valeurs proches.
1.3 De´tection a contrario
De fac¸on plutoˆt surprenante il n’y a pas eu d’interaction forte entre la
the´orie de la Gestalt et la vision par ordinateur. Le livre de David Marr [26]
de 1982, fondateur pour la vision par ordinateur ne prend pas en compte a`
sa juste mesure la the´orie de la Gestalt. De meˆme les travaux de Werthei-
mer [40], Metzger [28] et Kanizsa [22] ne prennent pas en compte la the´orie de
l’information de´veloppe´e par Shannon [33] sur l’e´chantillonnage des images.
Depuis quelques anne´es Desolneux, Moisan et Morel ont entrepris d’utiliser
la the´orie de la Gestalt en vision par ordinateur [12, 13, 14]. Le but de leur
entreprise est d’utiliser les Gestalts de base de la the´orie de la Gestalt comme
briques e´le´mentaires de l’analyse d’images. Ils ont besoin pour cela de concevoir
des algorithmes pour de´tecter ces Gestalts partielles dans les images. Ensuite il
leur faudra trouver un autre algorithme pour rassembler les re´sultats de toutes
ces de´tections et analyser re´ellement l’image en ayant ge´re´ les conflits entre les
diffe´rentes Gestalts [15]. Pour l’instant Desolneux, Moisan et Morel ont conc¸us
des algorithmes pour de´tecter
– les alignements de direction sur un segment [12],
– les alignements de points [14],
– les lignes de niveau de contraste minimal e´leve´ [13],
– les similarite´s par rapport a` une quantite´ scalaire uniforme (niveau de
gris, orientation, etc.) [14],
22
1.3. DE´TECTION A CONTRARIO
– les similarite´s par rapport a` une quantite´ scalaire suivant une loi de´crois-
sante (longueur, aire, etc.) [14],
– les groupes de points [14].
Chacune de ces de´tections repose sur un mode`le de de´tection a contrario
fonde´ sur le principe d’Helmholtz. Selon ce principe nous percevons les struc-
tures qui s’e´loignent le plus d’une formation ale´atoire. Nous donnons ici au mot
ale´atoire plus que le simple fait d’obe´ir a` une loi de probabilite´, nous voulons
aussi dire que cette loi est uniforme, son “uniformite´” de´pendant du contexte.
Desolneux, Moisan et Morel utilisent ce principe pour faire de la de´tection
a contrario. Ils cherchent dans une image les structures qui mettent en de´faut
une hypothe`se de re´partition uniforme, c’est-a`-dire les structures les moins
probables selon cette hypothe`se. Ils de´finissent une structure ε-significative
comme une structure qui apparaˆıt en moyenne sous cette hypothe`se moins
de ε fois sur une image.
De´finition 1 :
Soit Nconf. le nombre de re´alisations possibles d’une structure S. Le nombre de
fausses alarmes d’une occurrence s de cette structure est
NFA(s) = Nconf.P (s). (1.2)
La structure s est dite ε-significative si
NFA(s) ≤ ε.
La probabilite´ P (s) est a` de´finir avec une loi de probabilite´ a` l’uniformite´
adapte´e au proble`me traite´.
Pour la de´tection d’alignement de directions sur un segment [12], Desol-
neux, Moisan et Morel traitent l’e´ve´nement“Au moins k points sur le segment s
de longueur l sont aligne´s avec s avec une pre´cision infe´rieure a` p.” Leur hypo-
the`se d’uniformite´ est que les directions des points sont toutes inde´pendantes
et suivent la loi uniforme sur S1, le cercle unite´. Dans ce cas le nombre de
configurations possibles est le nombre de segments dans une image. Si la taille
de l’image est N ×N , il y en a N2×N2 car il y a N2 possibilite´s pour chaque
extre´mite´ du segment. La probabilite´ d’avoir k points aligne´s parmi l avec la
pre´cision p suit une loi binomiale de parame`tre p. Pour l’e´ve´nement conside´re´
le nombre de fausses alarmes est
NFA(k, l) = N4
(
l∑
i=k
Cilp
i(1− p)l−i
)
. (1.3)
Par contre dans certains cas donner une loi uniforme a priori n’est pas
seulement peu aise´ mais peut e´galement eˆtre source d’erreur. C’est le cas pour
la de´tection des lignes de niveau significatives. Desolneux, Moisan et Morel
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dans [13] conside`rent l’e´ve´nement “Le contraste minimal le long de la ligne
de niveau L de longueur l est au moins e´gal a` µ.” Pour cet e´ve´nement ils
supposent que le contraste en chaque point est inde´pendant et suit une certaine
loi a` de´finir. Cette hypothe`se d’inde´pendance est grossie`rement fausse et c’est
justement ce de´faut d’inde´pendance qu’ils veulent mettre en de´faut. Une fois
de´finie H(µ), la probabilite´ que le contraste soit supe´rieur ou e´gal a` µ en un
point, le nombre de fausses alarmes est
NFA(µ, l) = Nln [H(µ)]
l , (1.4)
ou` Nln est le nombre de lignes de niveau de l’image. La loi H(µ) est a` de´finir
sur R+. S’ils choisissent une loi par avance, il y a un risque pour que les lignes
de niveau soient significatives en mettant en de´faut cette loi particulie`re plutoˆt
que l’hypothe`se d’inde´pendance du contraste le long de la ligne de niveau. Pour
circonvenir a` ce proble`me les auteurs utilisent la distribution du contraste de
l’image elle-meˆme pour calculer la loi empirique du contraste de l’image.
Nous allons a` notre tour adapter ce mode`le de de´tection a contrario pour
la de´tection de la constance de largeur.
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Mode`les de probabilite´ sur les
courbes d’une image digitale
La figure 1.12(a) montre un exemple de constance de largeur. Chacune des
bandes blanches que nous percevons est constitue´e a` partir de deux courbes :
une pour chaque bord. Pour de´tecter les constances de largeur dans les images
nous allons donc prendre en compte des paires de courbes. Les courbes conside´-
re´es seront des morceaux de ligne de niveau. Lorsque nous observons un couple
de morceaux de lignes de niveau nous pouvons faire deux hypothe`ses :
H0 : Les deux courbes proviennent de deux objets diffe´rents de l’image. Dans
ce cas les deux courbes ne sont pas lie´es causalement et nous pouvons
supposer les deux courbes inde´pendantes.
H1 : Les deux courbes proviennent du meˆme objet. Dans ce cas la` les deux
courbes ont une cause commune. Nous ne pouvons pas faire l’hypothe`se
d’inde´pendance.
Dans une approche Bayesienne classique nous calculerions un maximum a
posteriori de la probabilite´ pour deux courbes d’eˆtre paralle`les. Grenander,
Mumford, S. Geman utilisent une approche Bayesienne en analyse d’image.
Avec cette approche il faut avoir une probabilite´ a priori de chaque structure
a` de´tecter [5, 31]. Zhu applique ce genre de me´thode pour ge´ne´rer des formes,
des contours d’objets en prenant en compte les re`gles de regroupement de la
the´orie de la Gestalt [41].
La technique du maximum a posteriori (MAP) part de l’e´galite´
P (m|o) = P (m ∩ o)
P (o)
=
P (o|m)P (m)
P (o)
, (2.1)
ou` o est l’objet observe´ et m l’interpre´tation, le mode`le, cherche´. Le but est
de maximiser la probabilite´ du mode`le m connaissant l’observation o en utili-
sant (2.1). Pour ce faire ils maximisent en fait P (o|m)P (m) car o e´tant donne´,
il ne rentre pas dans les variables pour le maximum. En fait la variable est le
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mode`le m. Il faut donner une valeur a` chacun des deux facteurs du produit. Le
premier terme P (o|m) est un terme d’attache aux donne´es, c’est la probabilite´
d’observer l’image a` partir du mode`le m. Cela traduit par exemple le bruit du
capteur de la came´ra lors de l’acquisition d’une image digitale. Le deuxie`me
terme P (m) est beaucoup plus de´licat, c’est la probabilite´ d’un mode`le m a
priori. Cette probabilite´ peut eˆtre par exemple apprise a` partir d’une base de
donne´es ou bien eˆtre impose´e pour favoriser certains mode`les auquel cas il y a
souvent beaucoup de parame`tres associe´s.
Pour la constance de largeur cela voudrait dire qu’il nous faudrait un mo-
de`le a priori pour des couples de courbes. Il faut alors mode´liser la de´pendance
de deux courbes. Nous n’allons pas aller dans cette direction, nous pre´fe´rons
utiliser le mode`le a contrario de Desolneux, Moisan et Morel. Dans l’approche
a contrario nous n’avons pas besoin d’un mode`le aussi complexe que dans l’ap-
proche Bayesienne. Au lieu d’avoir un seuil d’acceptation pour l’hypothe`se H1
nous utilisons un seuil de rejet pour H0. Nous allons de´tecter comme formant
une constance de largeur les courbes qui auront une faible probabilite´ en tant
que couple de courbes inde´pendantes. Si cette probabilite´ est assez faible, elle
traduit le fait que les deux courbes ont une cause commune et que nous sommes
alors dans l’hypothe`se H1 et non dans H0.
2.1 Distance entre courbes
Presque toutes les me´thodes de de´tection de ligne partagent les trois pro-
ble´matiques suivantes
1. la de´tection de bord,
2. l’appariement de bords oppose´s,
3. le chaˆınage de points pour former des lignes.
Le premier point concerne la de´tection de points dans l’image ou` se trouvent des
bords. Le deuxie`me point concerne la mise en relation de deux bords oppose´s
qui sont alors suppose´s eˆtre les deux bords d’une seule ligne. Et le dernier point
concerne le passage de plusieurs points en des courbes. C’est-a`-dire que nous
voulons relier les points au centre des bords apparie´s pour former les lignes.
Ces trois points ne sont pas aborde´s toujours de la meˆme manie`re ni dans le
meˆme ordre.
Certaines me´thodes abordent les deux premiers points simultane´ment en
de´tectant directement un profil de ligne plutoˆt que deux profils de bords a`
apparier par la suite. La de´tection d’un seul profil nous paraˆıt plus adapte´e
pour la de´tection des lignes peu e´paisses. D’autres me´thodes forment d’abord
des lignes avec les points ou` se trouvent les bords puis ensuite apparient les
lignes de bords oppose´es. Meˆme si l’ordre et les me´thodes diffe`rent, ces trois
proble´matiques se retrouvent dans la plupart des me´thodes.
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Pour e´viter le proble`me de former des courbes en reliant des points entre-
eux nous utilisons directement des courbes de´ja` forme´es. Nous utilisons en fait
des morceaux de lignes de niveau de l’image. En effet les lignes de niveau font
partie des bords de l’image. Cependant il n’y a pas de correspondance entre
les lignes de niveau et les bords de l’image. Il se peut que pour certains bords,
il n’y ait pas de ligne de niveau qui le suive tout du long, dans ce cas il faut
utiliser plusieurs morceaux de lignes de niveau pour suivre ce bord. De meˆme
les lignes de niveau se prolongent en ge´ne´ral au-dela` des bords. C’est pour
cette raison que nous utilisons des morceaux de lignes de niveau plutoˆt que
les lignes de niveau en entier. Dans l’article [13], Desolneux et al. conside`rent
significatif un morceau de ligne de niveau lorsque le contraste de l’image tout
le long du morceau de ligne est assez e´leve´. Ce sont ces morceaux de lignes de
niveau significatif que nous allons utiliser pour la de´tection de la constance de
largeur.
Ainsi nous n’avons pas le proble`me de la liaison des points de bord en
courbes de bord. De plus nous limitons e´galement les tests a` effectuer. Il ne
reste qu’a` apparier des courbes de bords oppose´es. Pour faire cet appariement
nous cherchons a` qualifier le “degre´” de paralle´lisme entre deux courbes.
Il nous faut donc de´finir ce que sont deux courbes paralle`les et un moyen
de mesurer si nous sommes proches ou` loin d’un paralle´lisme. Nous voulons
formaliser la proprie´te´ que la distance entre les deux courbes reste a` peu pre`s
constante et nous devons trouver comment mesurer cette fluctuation autour
d’une distance constante.
2.1.1 Distance de Hausdorff
La distance classique ne suffit pas pour caracte´riser un paralle´lisme. En
effet si C est une courbe et si x est un point alors la distance de x a` C est
d(x, C) = inf{‖x− y‖, y ∈ C}.
Et si C1 et C2 sont deux courbes, leur “distance” (ce n’est pas une distance sur
l’ensemble des parties de R2) est
d(C1, C2) = inf{‖x− y‖, x ∈ C1, y ∈ C2}.
Dans cette de´finition, seules interviennent les parties les plus proches de C1
et C2. Par exemple dans la figure 2.1, les courbes C1 et C2 ne sont pas paralle`les
alors que les courbes C2 et C3 sont paralle`les. Par contre la distance entre les
courbes C1 et C2 est plus petite que celle entre les courbes C2 et C3.
C’est pour cela que nous avons besoin de connaˆıtre non pas la distance
entre deux courbes, mais la variation de la distance entre deux points se de´-
plac¸ant simultane´ment de fac¸on approprie´e sur chaque courbe. Nous voudrions
pouvoir de´finir une espe`ce de distance “glissante” entre les courbes et ainsi e´tu-
dier ses variations. Cependant apparier des points entre deux courbes n’est pas
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C1
C2
C3
d12 < d23
Fig. 2.1 – La distance entre deux courbes ne caracte´rise pas leur paralle´lisme.
d12 est la distance entre les courbes C1 et C2 et d23 est la distance entre les
courbes C2 et C3. La courbe C1 est plus proche de C2 que ne l’est C3 mais les
courbes C2 et C3 sont bien plus paralle`les.
une taˆche facile. Sur la figure 2.2 nous avons choisi des points re´gulie`rement
re´partis sur les deux courbes C1 et C2. Ces deux courbes sont approximative-
ment paralle`les mais l’appariement choisi ne met pas en avant cette proprie´te´.
Dans ce cas pre´cis il est aise´ de de´terminer un appariement adapte´, mais il est
difficile de ge´ne´raliser ce choix pour un couple arbitraire de courbes.
Plutoˆt que de continuer en utilisant la distance classique, nous allons tra-
vailler a` partir de la distance de Hausdorff qui, elle, est une vraie distance sur
l’ensemble des parties de R2.
De´finition 2 (Distance de Hausdorff) :
La distance de Hausdorff entre deux courbes C1 et C2 est
dH(C1, C2) = max{ρ(C1, C2), ρ(C2, C1)},
ou` si C et C ′ sont des courbes, ρ(C, C ′) = sup{d(x, C ′), x ∈ C}.
Comme cela est illustre´ sur la figure 2.3, ρ(C1, C2) correspond a` la dilatation
ne´cessaire de C1 pour contenir C2.
2.1.2 Pseudo-distance
A` l’inverse de la distance classique, seules interviennent pour la distance
de Hausdorff les parties les plus e´loigne´es des courbes. Sur la figure 2.4(a) les
deux courbes sont tre`s paralle`les alors que dans la figure 2.4(b), elles ne le sont
pas. Cependant ces dernie`res sont plus proches avec la distance de Hausdorff
que les premie`res. Pour pre´venir ce proble`me nous allons de´finir une nouvelle
distance en ne conside´rant les courbes qu’a` une translation pre`s.
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C1
C2
Fig. 2.2 – Appariement de points entre deux courbes. Pour de´finir une dis-
tance entre deux courbes qui suive leur parcours nous pouvons apparier deux
a` deux des points des deux courbes. Ainsi nous avons la distance entre cha-
cun des deux points de ces paires comme repe`re pour connaˆıtre la variation
de la distance entre les deux courbes. Cependant il n’est pas facile de trou-
ver comment effectuer cet appariement. Par exemple sur ce dessin nous avons
choisi des points re´gulie`rement re´partis sur les courbes. Ici les deux courbes
sont presque paralle`les et la variation de la distance entre ces points ne carac-
te´rise pas trop ce paralle´lisme. Dans ce cas pre´cis nous pourrions de´finir un
appariement qui conviendrait. Cependant l’enjeu est de trouver une manie`re
d’apparier qui conviendrait dans tous les cas, meˆme les plus exotiques.
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ρ(C1, C2)
C1
C2
(a) Dilatation de C1.
C1
C2 ρ(C2, C1)
(b) Dilatation de C2.
Fig. 2.3 – Distance de Hausdorff et dilatations. La figure du haut montre les
points re´alisant la distance ρ(C1, C2). Nous voyons aussi la dilatation de ρ(C1, C2)
de la courbe C1 qui contient effectivement la courbe C2. Le dessin du bas montre
l’inverse, la plus petite dilatation de la courbe C2 contenant C1.
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(a) Deux courbes
paralle`les.
(b) Deux courbes
moins paralle`les.
Fig. 2.4 – De´faut de la distance de Hausdorff. Les deux courbes du dessin de
gauche sont paralle`les, les deux courbes du dessin de droite sont bien moins
paralle`les. Pourtant chacune de ces paires de courbes sont a` la meˆme distance
de Hausdorff.
Soit C un ensemble de courbes. Soit T l’ensemble des translations du plan.
Nous conside´rons les courbes de CT = C/T l’ensemble des courbes quotiente´
par les classes d’e´quivalence de´finies par l’action de T sur C. La distance de
Hausdorff devient par passage au quotient
De´finition 3 :
Soient C˜1 et C˜2 deux courbes de CT ,
d˜H(C˜1, C˜2) = inf{dH(C1, C2), C1 ∈ C˜1, C2 ∈ C˜2}.
Ainsi pour les courbes de la figure 2.4, des repre´sentants proches de cet
infimum sont repre´sente´s sur la figure 2.5. Avec cette de´finition, les courbes
paralle`les sont identiques, et les autres courbes sont bien diffe´rentes.
Cependant passer au quotient sur les translations pose un proble`me : deux
segments aligne´s sont a` distance nulle alors qu’ils ne forment pas force´ment une
constance de largeur. Pour ce faire il faudrait qu’ils soient face a` face, formant
presque un rectangle. Nous de´finissons alors une pseudo distance
De´finition 4 :
Soient C1 et C2 deux courbes de C. Nous de´finissons
ρ′(C1, C2) = ρ(C1, C2)− d(C1, C2),
et
d′H(C1, C2) = max{ρ′(C1, C2), ρ′(C2, C1)}.
Regardons ce que cela signifie sur la figure 2.6. En fait ρ′(C1, C2) corres-
pond a` l’e´paisseur ne´cessaire pour mettre la courbe C2 entre deux dilate´s de la
31
CHAPITRE 2. MODE`LES DE PROBABILITE´ SUR LES COURBES
D’UNE IMAGE DIGITALE
(a) Les deux
courbes de la
figure 2.4(a) sont
identiques a` une
translation pre`s.
(b) Les deux
courbes de la
figure 2.4(b)
sont toujours
diffe´rentes.
Fig. 2.5 – Distance de Hausdorff quotient. Les dessins de cette figure re-
prennent les courbes de la figure 2.4. Les courbes sur les dessins de la pre´sente
figure sont des repre´sentants des courbes pre´ce´dentes a` une translation pre`s qui
minimise la distance de Hausdorff entre les classes d’e´quivalence des courbes.
Les deux courbes du dessin de gauche e´taient identiques a` une translation pre`s
et leur distance de Hausdorff quotient est donc nulle. Ce n’est pas le cas pour
les deux courbes du dessin de droite qui sont diffe´rentes et qui sont donc bien
a` une distance de Hausdorff quotient non nulle l’une de l’autre.
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C1
C2
d(C1, C2)
ρ(C1, C2)
Fig. 2.6 – Tube autour d’une courbe. d(C1, C2) est la distance minimale entre
les points de C2 et la courbe C1, par contre ρ(C1, C2) est la distance maximale
entre les points de C2 et la courbe C1. Donc tous les points de C2 sont situe´s a` une
distance de C1 comprise entre ces deux extreˆmes, d(C1, C2) et ρ(C1, C2). C’est-a`-
dire que C2 est coince´e dans un tube de largeur ρ′(C1, C2) = ρ(C1, C2)−d(C1, C2)
forme´ a` partir des dilate´s de C1.
courbe C1. C’est la largeur minimale d’un tube forme´ a` partir de C1 pouvant
contenir C2. Cependant d′H ne de´finit pas une distance. En effet par exemple
deux segments parfaitement paralle`les, c’est-a`-dire tels qu’en joignant les ex-
tre´mite´s ils forment un rectangle, sont a` distance nulle.
Cette pseudo-distance nous inte´resse ne´anmoins car contrairement a` ce qui
se passe avec la distance de Hausdorff quotient, deux segments aligne´s de meˆme
longueur ne sont pas a` distance nulle. Pour fabriquer une distance a` partir
de d′H il suffit de quotienter C par l’ensemble de courbes a` distance nulle.
2.1.3 Probabilite´
Nous voulons traduire le fait que deux courbes sinueuses paralle`les sont
plus remarquables que deux segments de droite paralle`les. En effet des courbes
sinueuses changent re´gulie`rement d’orientation, il est donc plus remarquable
dans le cas de deux courbes sinueuses paralle`les que les changements de direc-
tions soient comparables ou proches. Nous voulons donc e´galement prendre en
compte toute la ge´ome´trie des courbes, pas seulement leur longueur mais aussi
leur courbure etc.
Pour prendre en compte la ge´ome´trie des courbes, nous allons de´finir une
probabilite´ sur l’espace des courbes. Celle-ci de´pendra des courbes et de la tole´-
rance de non paralle´lisme. La distance d′H nous permet de de´finir une topologie
sur C. Et cette topologie a` son tour induit une tribu sur C que l’on appelle la
tribu des bore´liens B.
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C ε
2
Fig. 2.7 – Un voisinage V (C, ε). Le dessin montre un voisinage V (C, ε) de
largeur ε construit a` partir d’une courbe C.
Nous introduisons un syste`me de voisinage sur C. Pour commencer nous
introduisons les “voisinages” de courbes dans R2.
De´finition 5 :
Soit C une courbe C1 par morceaux. V (C, ε) est l’ensemble des points situe´s a`
une distance infe´rieure a` ε/2 de C et situe´s entre les deux orthogonales aux
extre´mite´s de C.
Sur la figure 2.7 est repre´sente´ un tel voisinage. Sa construction est de´taille´e
sur les dessins de la figure 2.8. La figure 2.9 montre V (C, ε) pour plusieurs ε.
Ces parties de R2 nous permettent maintenant d’introduire les voisinages
de courbes :
De´finition 6 :
Soit C une courbe C1 par morceaux. V(C, ε) est l’ensemble des courbes de C qui
sont incluses dans V (C, ε).
Ces voisinages de´finissent bien un ensemble de voisinages :
Proposition 7 :
Les ensembles {V(C, ε), C ∈ C, C est C1 par morceaux, ε > 0} forment un en-
semble de voisinages pour C muni de la topologie induite par d′H .
Dans les sections suivantes, nous allons de´finir une probabilite´ P (C, ε) sur
ces voisinages. Cette probabilite´ est fonction de la ge´ome´trie des courbes. A
partir d’une telle probabilite´ nous pouvons de´finir la probabilite´ de constance
de largeur.
De´finition 8 (Probabilite´ de constance de largeur) :
Soit P une probabilite´ sur (C,B). Pour toute courbe C dans C et C1 par mor-
ceaux on note P (C, ε) la probabilite´ du voisinage V(C, ε),
P (C, ε) = P (V(C, ε)).
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C ε2
(a) Dilate´ d’une courbe.
C
(b) Orthogonales aux extre´mite´s.
C ε V (C, ε)
(c) Intersection des deux.
Fig. 2.8 – Construction d’un voisinage. Pour construire un voisinage nous
construisons deux ensembles. Premie`rement nous conside´rons le dilate´ ε/2 de
la courbe comme sur le premier dessin. Ensuite nous conside´rons les points
situe´s entre les deux droites orthogonales aux extre´mite´s de la courbe comme
sur le deuxie`me dessin. Enfin le voisinage V (C, ε) est l’intersection de ces deux
ensembles comme sur le troisie`me dessin.
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C
Fig. 2.9 – Plusieurs voisinages autour d’une meˆme courbe. Plusieurs voisi-
nages V (C, ε) autour d’une meˆme courbe C. La courbe C ne change pas mais
nous avons pris diffe´rentes valeurs pour ε.
Soient C1 et C2 dans C et C1 par morceaux,
P(C1, C2) = max{P (C1, ρ′(C1, C2)), P (C2, ρ′(C2, C1))}
est la probabilite´ de constance de largeur des deux courbes C1 et C2.
2.1.4 Probabilite´ de paralle´lisme de deux courbes
Avant de de´finir les probabilite´s sur les voisinages, nous pre´cisons quel est
l’inte´reˆt de cette probabilite´ P sur deux courbes. Dans le contexte de l’analyse
d’image, nous ne nous inte´ressons pas a` des courbes quelconques mais a` des
courbes extraites de lignes de niveau d’une image digitale. Les mode`les de ge´ne´-
ration de courbes que nous choisissons doivent ge´ne´rer des courbes partageant
les meˆmes proprie´te´s que les lignes de niveau :
– elles sont plutoˆt re´gulie`res,
– elles ne s’auto-intersectent pas.
Il n’est pas difficile de concevoir un mode`le ge´ne´rant des courbes re´gulie`res. Par
contre le proble`me de la non auto-intersection est beaucoup plus complexe. Les
travaux de Werner et al. [25] dans ce domaine montrent bien la complexite´ d’un
tel mode`le.
De plus les voisinages V(C, ε) sont fabrique´s avec une courbe C ayant une
re´gularite´ supe´rieure a` C1 par morceaux, car C1 par morceaux est le cas le moins
favorable, et lorsque ε est petit, comme sur la figure 2.7. Pour qu’une courbe
s’auto-intersecte dans de tels voisinages, il faudrait qu’elle ait une courbure tre`s
e´leve´e par endroits et donc elle ne serait pas re´gulie`re. Nous allons donc nous
attacher a` produire des courbes respectant la premie`re proprie´te´, la re´gularite´.
En fait nous n’avons qu’a` de´finir un ge´ne´rateur de courbe ale´atoire (ale´a-
toire au sens probabilite´ d’une courbe sans a priori) et a` faire une hypothe`se
d’inde´pendance sur les courbes entre elles. Avec ce mode`le lorsque deux courbes
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sont paralle`les, elles ne seront pas inde´pendantes et l’hypothe`se H0 ne sera pas
ve´rifie´e. Nous devons calculer un nombre de fausses alarmes NFA qui est le
nombre de mauvaises de´tections possibles dans l’image. Si Ntest est le nombre
de tests effectue´s dans l’image alors
De´finition 9 :
Soient C1 et C2 deux courbes,
NFA(C1, C2) = NtestsP(C1, C2).
Une paire de courbe est significative si son NFA est faible.
De´finition 10 :
(C1, C2) est une paire de courbe ε-significative si
NFA(C1, C2) ≤ ε.
Avec ce mode`le nous avons juste besoin d’un mode`le de ge´ne´ration de
courbes re´gulie`res inde´pendantes. Ainsi nous devons donc ge´ne´rer une seule
courbe re´gulie`re, les tirages ensuite e´tant inde´pendants.
2.2 Mode`le de courbes polygonales
2.2.1 Mode`le
Pour un mode`le de courbes re´gulie`res nous de´finissons un mode`le de courbes
polygonales.
De´finition 11 :
SoitMr = (Cr,B, Pr) le mode`le de courbes polygonales,
Cr = {courbes forme´es de segments de longueur r},
Pr est la probabilite´ associe´e au ge´ne´rateur de courbes consistant a` tirer l’angle
de changement de direction des segments selon une probabilite´ µr sur les di-
rections.
Les directions sont les e´le´ments du cercle unite´ S1 = R/2piZ. La courbe de
la figure 2.10 est un exemple de courbe de Cr.
La ge´ne´ration de courbe se passe alors comme de´crit ci-apre`s. Le vec-
teur ~u(θ) = (cos(θ), sin(θ)) est le vecteur unitaire associe´ a` la direction θ.
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r
Fig. 2.10 – Une courbe polygonale. La courbe du dessin est constitue´e de
plusieurs segments, tous de la meˆme longueur r, le rayon de la courbe.
Algorithme 12 (ge´ne´rateur de courbes du mode`leMr) :
Fournir (x0, θ0),
Pour n de 0 a` N − 1 faire
xn+1 ← xn + r~u(θn)
tirer ∆θn selon µr
θn+1 ← θn +∆θn
De´finition 13 (courbe ale´atoire pour le mode`leMr) :
Une courbe ale´atoire pour le mode`leMr est une suite finie {(x0, θ0), . . . (xN , θN)}
de points de R2 × S1 tels que
(x0, θ0) ∈ R2 × S1,
∀n ∈ [[0, N − 1]], xn+1 = xn + r~u(θn),
∀n ∈ [[0, N − 1]], θn+1 − θn ∼ µr.
Ainsi x0 est la position initiale du de´but de la courbe et θ0 sa direction
initiale. Pour passer de (xn, θn) a` (xn+1, θn+1) au niveau de la position il suffit
de suivre la direction θn a` partir de xn sur une distance r ; concernant la
direction, le changement de direction est une variable ale´atoire qui suit la loi
de probabilite´ µr. Pour re´sumer{
xn+1 = xn + r~u(θn),
θn+1 = θn +∆θn,
(2.2)
∆θ ∼ µr, (2.3)
La figure 2.11 montre quatre premie`res e´tapes de notre mode`le pour ge´ne´rer
une courbe.
2.2.2 Probabilite´ de changement de direction
C’est avec la probabilite´ de changement de direction µr que nous pouvons
choisir la re´gularite´ des courbes. En effet plus les grands changements de di-
rection sont probables et plus les courbes ge´ne´re´es auront tendance a` changer
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(x0, θ0) (x0, θ0)
(x1, θ1)
(x0, θ0)
(x1, θ1)
(x2, θ2)
(x0, θ0)
(x1, θ1)
(x2, θ2)
(x3, θ3)
Fig. 2.11 – Construction d’une courbe polygonale. Le dessin en haut a` gauche
est le point de de´part de notre construction a` partir du mode`leMr. La ge´ne´-
ration est de´crite par le ge´ne´rateur de l’algorithme 12. Le point de de´part est
une extre´mite´ de la courbe. Nous commenc¸ons la courbe a` partir d’un point x0
et d’une direction θ0. Ensuite nous suivons cette direction sur une distance r
pour arriver en x1 puis nous changeons de direction passant ainsi de θ0 a` θ1.
A` la fin de cette premie`re e´tape nous arrivons au dessin en haut a` droite. A`
la fin de l’e´tape suivante nous arrivons au dessin en bas a` gauche et avec une
e´tape supple´mentaire a` celui en bas a` droite.
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brutalement de direction fre´quemment. A` l’autre extreˆme si tous les change-
ments de direction sont improbables, c’est-a`-dire si le support de µr se re´duit
a` 0 alors dans ce cas les courbes ge´ne´re´es sont des segments de droite. Sur
la figure 2.12 plusieurs courbes ont e´te´ ge´ne´re´es avec diffe´rentes probabilite´s
de changement de direction. Il est bien visible que plus les changements de
direction non nuls sont probables, moins les courbes sont re´gulie`res. Pour ces
exemples, nous avons pris des lois de Laplace.
De´finition 14 :
µr suit une loi de Laplace de parame`tre λ si
dµr(θ) =
e−λ|θ|
Z dθ, (2.4)
Z =
∫
S1
e−λ|θ| dθ. (2.5)
Dans ce cas nous notons µr ∼ Λ(λ).
Nous choisissons une loi de Laplace car elle est syme´trique par rapport a`
ze´ro. Pour les courbes cela signifie qu’elles tournent soit vers la droite soit vers
la gauche mais avec la meˆme probabilite´, il n’y a pas de biais sur la direction. De
plus la loi de Laplace est maximum en ze´ro et ensuite elle de´croˆıt en s’e´loignant
de ze´ro. Pour la ge´ne´ration de courbe cela signifie que les petits changements
de direction sont plus probables que les grands changements de direction. Et en
effet sur la figure 2.12 ces proprie´te´s se traduisent bien au niveau des courbes.
Lorsque λ tend vers l’infini, la probabilite´ de changement de direction tend
vers une masse de Dirac en ze´ro. Effectivement lorsque λ augmente les courbes
simule´es sont de plus en plus droites. Inversement pour λ e´gal a` ze´ro, la loi
de Laplace correspondante est en fait la loi uniforme, tous les changements de
direction sont aussi probables les uns que les autres.
Le mouvement Brownien correspond a` dµr(θ) =
e−λθ
2
Z dθ, ou` Z joue le meˆme
roˆle. Le mouvement Brownien reproduit mal l’allure des courbes naturelles. Les
bords dans les images contiennent la plupart des lignes de niveau et les bords
sont souvent dus a` un processus d’occlusion, un objet qui masque en partie un
autre objet. Les lignes de niveau qui passent par ces bords ont alors tendance a`
pre´senter a` la fois de brusques changements de direction et des paliers re´guliers.
Ce sera le cas pour les courbes que nous voulons e´tudier. La figure 2.13 montre
le re´sultat du calcul d’une loi empirique calcule´e a` partir des lignes de niveau
d’une image naturelle. Cette loi ressemble effectivement bien plus a` une loi de
Laplace qu’a` un mouvement Brownien.
Afin de pouvoir s’adapter au type d’images e´tudie´es, nous pouvons e´gale-
ment calculer une loi empirique sur un ensemble C˜ de courbes.
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(a) Loi de Laplace de parame`tre 10.
0
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(b) Loi de Laplace de parame`tre 5.
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(c) Loi de Laplace de parame`tre 1.
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(d) Loi de Laplace de parame`tre 0.
Fig. 2.12 – Probabilite´s de changement de direction. Dans chacune des lignes
ci-dessus, a` gauche se trouve une probabilite´ de changement de direction et a`
droite une courbe ge´ne´re´e avec cette probabilite´ de changement de direction.
Les probabilite´s de changement de direction utilise´es sont des lois de Laplace
de´finies dans la de´finition 14, pour un parame`tre prenant les valeurs 10, 5, 1
et enfin 0. La ge´ne´ration de courbe a` partir de ces probabilite´s de changement
de direction se fait suivant le ge´ne´rateur de l’algorithme 12.
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Algorithme 15 (calcul empirique) :
Soit Nangles = 0 le nombre d’angles enregistre´s
Pour toute courbe C de C˜ faire
Soit N > 2 le nombre de points de C
Soient x1, . . . xN les points de C
n1 ← 1
Tant que Vrai faire  Une boucle infinie
Trouver n2 > n1 tel que
dC(xn1 , xn2−1) < r et dC(xn1 , xn2) ≥ r
Sinon sortir
Trouver n3 > n2 tel que
dC(xn2 , xn3−1) < r et dC(xn2 , xn3) ≥ r
Sinon sortir
A← xn1
B ← xn2
C ← xn3
Soit θ l’angle entre les demi-droites [BC) et [AB)
Soit θ˜ l’angle discret correspondant a` θ.
µr(θ˜)← µr(θ˜) + 1
Nangles ← Nangles + 1
Pour toutes les valeurs de θ˜ faire
µr(θ˜)← µr(θ˜)/Nangles
La distance dC est la distance le long de la courbe. Ainsi nous regardons les
triplets (A,B,C) de points sur les courbes a peu pre`s a` distance r les uns des
autres et nous mesurons le changement de direction repre´sente´ par ce triplet.
La figure 2.13(a) montre un ensemble de courbes C˜, ce sont les lignes de niveau
significatives d’une image digitale. Sur la figure 2.13(b) nous avons mis la loi
empirique calcule´e a` partir de cet e´chantillon et une courbe simule´e suivant
cette loi. Nous constatons que l’allure de la loi empirique est comparable a`
l’allure d’une loi de Laplace.
2.2.3 Extension du voisinage a` R2 × S1
Nous voulons utiliser notre mode`le sur les courbes pour ge´ne´rer des courbes
ale´atoires dans un voisinage V (C, ε) que nous avons fabrique´ a` partir d’une
courbe C. Ce voisinage est l’ensemble des points situe´s entre les deux orthogo-
nales aux extre´mite´s de C et a` une distance infe´rieure ou e´gale a` ε/2 comme
cela est rappele´ par la figure 2.14.
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(a) Courbes utilise´es pour le
calcul empirique.
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(b) Loi calcule´e empiriquement.
Fig. 2.13 – Comme sur la figure 2.12 nous avons mis en bas une probabilite´ de
changement de direction a` gauche et a` droite une courbe ge´ne´re´e a` partir de
cette probabilite´ en suivant le ge´ne´rateur de courbe de l’algorithme 12. Cette
fois-ci la probabilite´ de changement de direction est obtenue empiriquement
a` partir de l’ensemble de courbes du dessin du haut selon le calcul de l’algo-
rithme 15 avec r = 8. La loi obtenue et la courbe simule´e peuvent tout a` fait
eˆtre compare´es a` celles sur la figure 2.12 fabrique´es avec des lois de Laplace.
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C ε2
Fig. 2.14 – Le voisinage V (C, ε) de largeur ε d’une courbe C. Il est constitue´
des points a` distance infe´rieure ou e´gale a` ε/2 de la courbe et entre les deux
orthogonales aux extre´mite´s, cf. figure 2.8. Ce voisinage est inclus dans R2
Les courbes de notre mode`le sont constitue´es de points (x, θ) de R2 × S1
et V (C, ε) est une partie de R2. Pour placer des extre´mite´s de courbe sur V (C, ε)
nous construisons un domaine Dr(C, ε) de R2 × S1 a` partir de V (C, ε). Pour
chaque position x dans le voisinage nous conside´rons l’ensemble Sr(x) ⊂ S1
des directions que l’on peut suivre a` partir de cette position tout en restant
dans le voisinage, c’est-a`-dire
Sr(x) = {θ ∈ S1|x+ r~u(θ) ∈ V (C, ε)}.
Ceci est illustre´ par la figure 2.15. Sur cette figure, Sr(x1) contient un peu plus
d’un quart des directions de S1, par contre Sr(x2) est e´gal a` S1 tout entier
et Sr(x3) est constitue´ d’un peu moins de la moitie´ des directions de S1.
De´finition 16 :
Nous de´finissons le domaine Dr(C, ε) comme l’ensemble des positions dans le
voisinage V (C, ε) avec les directions pointant vers V (C, ε),
Dr(C, ε) = ∪x∈V (C,ε){x} × Sr(x).
2.3 Probabilite´s de pre´sence et de sortie
2.3.1 Probabilite´ de pre´sence
Nous faisons donc e´voluer des courbes suivant le mode`le Mr dans le do-
maine Dr(C, ε) de R2 × S1.
De´finition 17 :
Soit Qn : Dr(C, ε) → R la probabilite´ de pre´sence des extre´mite´s de courbe a`
l’e´tape n.
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x1 x2
x3
Fig. 2.15 – Extension de R2 a` R2 × S1. Pour ge´ne´rer des courbes avec le
ge´ne´rateur 12, nous devons prendre des extre´mite´s de courbe. Une extre´mite´
de courbe est constitue´e d’une position et d’une direction. Pour ge´ne´rer des
courbes dans le voisinage V (C, ε) nous devons donc e´tendre ce voisinage de R2
a` R2 × S1. Pour cela nous regardons en chaque point x les directions Sr(s)
venant du voisinage et d’une distance r. Ainsi pour le point x1 il s’agit d’un
peu plus du quart de S1 pour x2 de S1 en entier et d’un peu moins de la moitie´
de S1 pour x3.
C’est-a`-dire que nous plac¸ons des extre´mite´s initiales de courbe (x0, θ0) a`
travers une probabilite´ de pre´sence initiale Q0. Ainsi Q0(x, θ) est la proba-
bilite´ de pre´sence d’une extre´mite´ de courbe en (x, θ). Les courbes que nous
prenons en compte sont seulement les courbes qui commencent d’un coˆte´ du
voisinage V (C, ε) et qui sortent de l’autre coˆte´. Nous de´finissons pour cela une
extre´mite´ de de´but et une extre´mite´ de fin.
Le voisinage V (C, ε) est forme´ a` partir de la courbe C en utilisant les ortho-
gonales aux extre´mite´s de C, cf. figure 2.8(c). L’intersection des orthogonales
avec V¯ (C, ε) forme en ge´ne´ral deux segments. Soient Γd et Γf ces deux seg-
ments, sur la figure 2.16 ces segments apparaissent avec des traits forts. Le
de´but des courbes est situe´ sur Γd et leur fin est sur Γf .
De´finition 18 :
L’ensemble de de´part des extre´mite´s de courbe est
Od = ∪Γd{x} × (−Sr(x)) .
Pour que les courbes commencent sur Od nous prenons Q0 suivant une loi
uniforme sur Od.
2.3.2 Propagation de la probabilite´ de pre´sence
Le mode`leMr nous permet de connaˆıtre Qn+1 en connaissant Qn.
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Γd
Γf
Fig. 2.16 – Extre´mite´s des voisinages. Nous de´finissons pour chaque voisi-
nage V (C, ε) deux extre´mite´s. Il s’agit des bords du voisinage construits a`
partir des droites orthogonales aux extre´mite´s de C. Une des extre´mite´s est
note´e Γd, c’est celle ou` de´buteront les courbes, et l’autre est note´e Γf c’est par
la` que les courbes doivent sortir du voisinage.
Proposition 19 :
Avec le mode`le de courbeMr la probabilite´ de pre´sence Q ve´rifie
Qn+1(x, θ) =
∫
Sx
Qn(x− r~u(ϕ), ϕ) dµr(θ − ϕ).
Preuve : En effet avec le mode`le Mr si une courbe arrive en (x, θ) a` partir
de (y, ϕ) alors {
x = y + r~u(ϕ),
θ = ϕ+∆ϕ.
Ce qui signifie {
y = x− r~u(ϕ),
∆ϕ = θ − ϕ.
Ainsi pour qu’une courbe arrive en (x, θ), il faut que sa position pre´ce´dente
soit situe´e sur le cercle de centre x et de rayon r avec une direction pointant
vers x et que le changement de direction aboutisse a` θ. Ceci est illustre´ par la
figure 2.17. Cela nous permet d’e´crire la formule de la proposition 19.
2.3.3 Probabilite´ de sortie
Nous avons applique´ le mode`le Mr pour simuler des courbes a` l’inte´rieur
du voisinage V (C, ε) qui commencent sur le coˆte´ Γd. Mais ce qui nous in-
te´resse re´ellement ce sont les courbes qui sortent de l’autre coˆte´. Pour cela
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θ
x
r
ϕ
y
ϕ− θ
Fig. 2.17 – Cercle d’inte´gration. Pour passer de (y, ϕ) a` (x, θ) en suivant le
mode`le de ge´ne´ration 12, le point y doit eˆtre sur le cercle de centre x et de
rayon r. De plus la direction ϕ doit correspondre a` la direction du vecteur ~yx.
Le changement de direction pour passer de (y, ϕ) a` (x, θ) est θ − ϕ.
nous appelons Of l’ensemble des points du domaine Dr(C, ε) tels qu’il existe
un r0 ∈ [0, r[ avec [x, x + r0~u(θ)] ⊂ V (C, ε) et tel qu’il existe η > 0 avec
]x + r0~u(θ), x + (r0 + η)~u(θ)] ⊂ R2 \ V (C, ε) avec x + r0~u(θ) sur Γf . Sur la
figure 2.18 les deux points (x, θ) et (x′, θ′) sont des extre´mite´s qui font sortir
les courbes du voisinage, par contre seul le point (x, θ) appartient a` Of car
avec cette extre´mite´ une courbe quitte le voisinage V (C, ε) a` travers le coˆte´ Γf .
Soit Pn =
∫∫∫
Of
Qn(x, θ) dx dθ, Pn est la probabilite´ qu’une courbe reste dans
le tube durant (n− 1) ite´rations et sorte du tube a` la n-e`me ite´ration.
Ainsi
∑n
k=0 Pk est la probabilite´ qu’une courbe de longueur infe´rieure ou
e´gale a` nr sorte du tube par la sortie Sf . La probabilite´ de sortie que nous
cherchons est donc
De´finition 20 :
Avec le mode`le de courbeMr nous avons une probabilite´ sur un voisinage V (C, ε)
de´finie par
Pr(C, ε) =
∞∑
k=0
Pk =
∞∑
k=0
∫∫∫
Of
Qk(x, θ) dx dθ.
Nous voulons calculer cette probabilite´ Pr.
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Γf
r
(x, θ)
r
(x′, θ′)
(x, θ) ∈ Of
(x′, θ′) 6∈ Of
Fig. 2.18 – Sortie du voisinage. Les courbes qui nous inte´ressent sont les
courbes qui sortent du voisinage en traversant l’extre´mite´ Γf . Sur le dessin
les courbes passant par (x, θ) et celles passant par (x′, θ′) sortent toutes du
voisinage a` l’e´tape suivante. Par contre seules celles passant par (x, θ) le font
en traversant Γf .
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Calcul de la probabilite´
La complexite´ du mode`le Mr ne permet pas d’envisager un calcul ana-
lytique de Pr. Nous devons donc de´finir d’autres mode`les pour en avoir un
calcul approche´. Nous avons plusieurs options. La premie`re est de discre´tiser le
voisinage V (C, ε). Nous de´finissons alors la fonction Q˜, adaptation de Q a` ces
voisinages discre´tise´s. La deuxie`me option est d’estimer Pr en effectuant des
simulations de courbe. Enfin la troisie`me me´thode que nous abordons est de
trouver un mode`leM0 de courbes de´rive´ du mode`leMr lorsque nous faisons
tendre r vers 0. A` ce mode`le infinite´simal M0 est associe´e une e´quation aux
de´rive´es partielles que nous utilisons pour calculer P0(C, ε).
3.1 Passage au discret
3.1.1 Discre´tisation du domaine
La premie`re solution pour calculer Pr est de de´finir un mode`le de courbe M˜r
sur des domaines discre´tise´s. La ge´ne´ration des courbes se fait sur une grille
(δi, δj), ou` δ est le pas de discre´tisation. A` un point (i, j) de Z2 nous associons
le pixel
Xi,j = [δi− δ/2; δi+ δ/2[×[δj − δ/2; δj + δ/2[,
de centre xi,j = (δi, δj), comme cela est illustre´ sur la figure 3.1(a).
Pour la discre´tisation du cercle unite´, S1 est divise´ en K intervalles. A` un
entier k de Z/KZ nous associons le secteur angulaire
Ik = [θk − pi/K; θk + pi/K[
de centre θk = 2kpi/K comme cela est illustre´ par la figure 3.1(b).
La ge´ne´ration de courbe se fait alors comme suit
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xi,j
Xi,j
x1
x2
(a) Un pixel.
k = 0
θk
Ik =
[
θk − piK , θk + piK
[
(b) Un secteur angulaire.
Fig. 3.1 – Discre´tisations. Nous avons deux discre´tisations a` effectuer. La
premie`re est la discre´tisation du plan R2 et la deuxie`me est celle du cercle
unite´ S1. Pour la discre´tisation de R2 nous conside´rons la grille constitue´e des
points xi,j de coordonne´es (δi, δj). Le pixel Xi,j est le carre´ de centre xi,j et de
coˆte´ δ. Un tel pixel est dessine´ dans la figure de gauche. Pour la discre´tisation
de S1 nous conside´rons les directions θk valant 2kpi/K. Le secteur angulaire Ik
est l’intervalle de direction de centre θk et d’amplitude 2pi/K. Ces secteurs
angulaires sont dessine´s dans la figure de droite.
Algorithme 21 (ge´ne´rateur de courbe du mode`le M˜r) :
Fournir (i0, j0, k0) le point de de´part correspondant a` (xi0,j0 , θk0)
Pour n de 0 a` N − 1 faire
Tirer ηn uniforme´ment sur [−pi/K; pi/K[
x← xin,jn + r~u(θkn + ηn)
Soit xin+1,jn+1 tel que x ∈ Xin+1,jn+1
Tirer ∆kn selon la loi µ˜r,
kn+1 ← kn +∆kn.
En partant du point (xin,jn , θkn) nous suivons la direction θkn + ηn ou` ηn
est tire´e uniforme´ment de sorte que θkn + ηn soit choisi uniforme´ment sur Ikn .
Le point xin+1,jn+1 est alors le centre du pixel d’arrive´e et la nouvelle direction
est θkn+1 = θkn +∆kn ou` ∆kn suit une loi µ˜r de´finie sur Z/KZ.
De´finition 22 :
Le mode`le polygonal discretMr = (C˜r,B, P˜r) est tel que
– C˜r est l’ensemble des courbes qui peuvent eˆtre simule´es par le ge´ne´ra-
teur 21,
– la tribu B est en fait la trace sur C˜r des bore´liens construits a` partir de
l’ensemble C des courbes de longueur finie de R2,
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– P˜r est la probabilite´ de sortie que nous allons de´finir sur les voisinages
discre´tise´s avec le ge´ne´rateur de courbe 21.
3.1.2 Propagation discre`te
Pour calculer P˜r nous avons besoin de Q˜,
De´finition 23 :
La probabilite´ de pre´sence discre´tise´e est
Q˜n(i, j, k) =
∫
Ik
∫∫
Xi,j
Qn(x, θ) dx dθ.
De la formule de la proposition 19 nous allons de´duire la formule suivante
pour la version discre`te Q˜
Proposition 24 :
Q˜n+1(i, j, k) =
K−1∑
l=0
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)µ˜r(k − l)Q˜n(a, b, l) +R(δ,K),
avec
|R(δ,K)| ≤ 5piδ
2
K
+
4rpi2δ
K2
.
Dans la formule de la proposition (24) µ˜r(k) = µr(Ik) et ω(i, j, a, b, k) est
un poids. Soit L(i, j, k) l’arc de cercle de centre xi,j correspondant au secteur
angulaire Ik. La figure 3.2(a) montre les pixels traverse´s par cet arc de cercle.
ω(i, j, a, b, k) est le poids correspondant a` la longueur relative du morceau d’arc
de cercle qui traverse le pixel Xa,b comme le montre la figure 3.2(b).
ω(i, j, a, b, k) =
{
0 si Li,j,k ∩Xa,b = ∅,
|Li,j,k∩Xa,b|
|Li,j,k| sinon.
(3.1)
Pour prouver cette proposition nous avons besoin de deux lemmes,
Lemme 25 :
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Ik−ψ
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ dµr(ψ)
=
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ dµr(ψ) +R1(δ,K),
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xi,j
r
θk = 2kpiK
L(i, j, k)
(a) Pixels traverse´s par un secteur an-
gulaire.
xi,j
xa,b
|L(i, j, k) ∩Xa,b|
|L(i, j, k)|
(b) Longueur relative.
Fig. 3.2 – Suivi d’une direction discre`te. Chaque direction θk repre´sente en fait
tout un intervalle de direction Ik. Sur le dessin de gauche, nous avons dessine´
le point de de´part xi,j et la direction θk. L’arc de cercle constitue´ de tous les
points d’arrive´e possibles en partant de xi,j et en suivant les directions de Ik
forment l’arc L(i, j, k). Si nous tirons selon une loi uniforme une direction de Ik
alors la probabilite´ d’arriver dans le pixel Xa,b, traverse´ par L(i, j, k) est e´gale a`
la longueur relative de l’intersection. Sur le dessin de droite nous avons montre´
la longueur relative de l’arc de cercle traversant un pixel.
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avec
|R1(δ,K)| ≤ piδ
2
K
.
Ce premier lemme sert a` remplacer une inte´grale sur Ik−ψ par une inte´grale
sur Il. Ceci revient a` remplacer ψ par θk−l avec ψ appartenant a` Ik−l qui est
centre´ autour de θk−l.
Lemme 26 :
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ dµr(ψ)
=
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)Q˜n(a, b, l)dµr(ψ) +R2(δ,K),
avec
|R2(δ,K)| ≤ 4piδ
2
K
+
4rpi2δ
K2
.
La deuxie`me lemme consiste a` pre´ciser ce qui se passe lorsque nous passons
des inte´grales ∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ
a` la variable discre´tise´e Q˜n. En effet cette expression ressemble a` la de´finition 23
de Q˜. Ce lemme nous permet de controˆler l’erreur que nous faisons en passant
de Q a` Q˜.
Commenc¸ons par montrer le lemme 25.
Preuve : Les majorations suivantes sont e´videntes,∣∣∣∣∣
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Ik−ψ
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ dµr(ψ)
−
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ dµr(ψ)
∣∣∣∣∣
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫∫
Xi,j
∣∣∣∣∣
∫
Ik−ψ
Qn(x− r~u(θ), θ) dθ
−
∫
Il
Qn(x− r~u(θ), θ) dθ
∣∣∣∣∣ dx dµr(ψ)
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Ensuite nous remarquons que la diffe´rence des inte´grales sur les ensembles
communs est nulle. Ensuite nous utilisons le fait que Qn est positif, ceci de´coule
facilement de l’e´quation inte´grale de la proposition 19 ve´rifie´e par Q (si cette
proprie´te´ est ve´rifie´e par Q0).
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫∫
Xi,j
∣∣∣∣∣
∫
Ik−ψ
Qn(x− r~u(θ), θ) dθ
−
∫
Il
Qn(x− r~u(θ), θ) dθ
∣∣∣∣∣ dx dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫∫
Xi,j
∣∣∣∣∣
∫
Ik−ψ\Il
Qn(x− r~u(θ), θ) dθ
−
∫
Il\(Ik−ψ)
Qn(x− r~u(θ), θ) dθ
∣∣∣∣∣ dx dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫∫
Xi,j
∫
(Ik−ψ\Il)∪(Il\(Ik−ψ))
Qn(x− r~u(θ), θ) dθ dx dµr(ψ)
De la meˆme manie`re que Qn est positif si Q0 l’est, Qn est majore´ par 1
si Q0 l’est.
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫∫
Xi,j
∫
(Ik−ψ\Il)∪(Il\(Ik−ψ))
Qn(x− r~u(θ), θ) dθ dx dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫∫
Xi,j
∣∣(Ik − ψ)∆Il∣∣ dx dµr(ψ)
Dans cette formule,
∣∣(Ik − ψ)∆Il∣∣ de´signe la mesure de la diffe´rence syme´-
trique des deux intervalles Ik−ψ et Il. Maintenant nous utilisons le fait que ψ
est dans Ik−l pour majorer la diffe´rence syme´trique des deux intervalles par la
longueur d’un demi-intervalle, pi
K
.
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫∫
Xi,j
∣∣(Ik − ψ)∆Il∣∣ dx dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫∫
Xi,j
pi
K
dx dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
piδ2
K
dµr(ψ)
≤piδ
2
K
ou` nous avons utilise´ le fait que µr est une probabilite´ sur S1.
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De´montrons maintenant le lemme 26
Preuve : Nous avons∣∣∣∣∣
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ dµr(ψ)
−
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)Q˜n(a, b, l) dµr(ψ)
∣∣∣∣∣
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∣∣∣∣∣
∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ
−
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)Q˜n(a, b, l)
∣∣∣∣∣ dµr(ψ)
Ensuite nous utilisons la de´finition de Q˜n.
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∣∣∣∣∣
∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ
−
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)Q˜n(a, b, l)
∣∣∣∣∣ dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∣∣∣∣∣
∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ
−
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)
∫
Il
∫∫
Xa,b
Qn(x, θ) dx dθ
∣∣∣∣∣ dµr(ψ)
Nous effectuons une changement de variable en la variable x
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∣∣∣∣∣
∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ
−
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)
∫
Il
∫∫
Xa,b
Qn(x, θ) dx dθ
∣∣∣∣∣ dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∣∣∣∣∣
∫∫
Xi,j−r~u(θ)
Qn(x, θ) dx
−
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)
∫∫
Xa,b
Qn(x, θ) dx
∣∣∣∣∣ dθ dµr(ψ)
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Puis nous utilisons le fait que l’ensemble des pixels forme une partition
de R2.
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∣∣∣∣∣
∫∫
Xi,j−r~u(θ)
Qn(x, θ) dx
−
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)
∫∫
Xa,b
Qn(x, θ) dx
∣∣∣∣∣ dθ dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∑
(a,b)∈Z2
∣∣∣∣∣
∫∫
(Xi,j−r~u(θ))∩Xa,b
Qn(x, θ) dx
− ω(i, j, a, b, l)
∫∫
Xa,b
Qn(x, θ) dx
∣∣∣∣∣ dθ dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∑
(a,b)∈Z2
∣∣∣∣∣(1− ω(i, j, a, b, l))
∫∫
(Xi,j−r~u(θ))∩Xa,b
Qn(x, θ) dx
− ω(i, j, a, b, l)
∫∫
Xa,b\(Xi,j−r~u(θ))
Qn(x, θ) dx
∣∣∣∣∣ dθ dµr(ψ)
La diffe´rence dans la valeur absolue est majore´e par
[(1− ω) + ω]δ2 = δ2.
Donc pour majorer la somme sur les couples (a, b) il nous faut connaˆıtre le
nombre de termes non nuls. La premie`re inte´grale est nulle de`s que (Xi,j −
r~u(θ)) ∩ Xa,b = ∅, or ceci est vrai pour tous les pixels sauf au plus quatre.
Enfin le deuxie`me terme est en facteur de ω(i, j, a, b, l) et est donc nul de`s
que Li,j,l ∩Xa,b = ∅. Il faut donc trouver une majoration du nombre de pixels
traverse´s par un arc de cercle de rayon r et d’amplitude 2pi/K. Pour cela nous
regardons combien de pixels sont traverse´s au plus verticalement et horizon-
talement et nous ferons la somme des deux. Comme les deux situations sont
syme´triques, nous ne regardons qu’un seul cas. La longueur de l’arc de cercle
est 2rpi/K il traverse donc horizontalement au plus (2rpi)/(Kδ) pixels de lar-
geur δ. Meˆme si l’arc de cercle est de courte amplitude il peut traverser deux
pixels (horizontalement dans le pire des cas, en e´tant a` cheval sur deux pixels.
Pour majorer le nombre de pixels traverse´s horizontalement nous utilisons donc
2 +
2rpi
Kδ
.
Nous obtenons donc en utilisant la meˆme majoration pour le nombre de
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pixels traverse´s verticalement
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∑
(a,b)∈Z2
∣∣∣∣∣(1− ω(i, j, a, b, l))
∫∫
(Xi,j−r~u(θ))∩Xa,b
Qn(x, θ) dx
− ω(i, j, a, b, l)
∫∫
Xa,b\(Xi,j−r~u(θ))
Qn(x, θ) dx
∣∣∣∣∣ dθ dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
(
4 +
4rpi
Kδ
)
δ2 dθ dµr(ψ)
Et donc au final nous obtenons bien
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
(
4 +
4rpi
Kδ
)
δ2 dθ dµr(ψ)
≤
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
(
4 +
4rpi
Kδ
)
piδ2
K
dµr(ψ)
≤
(
4 +
4rpi
Kδ
)
piδ2
K
≤4piδ
2
K
+
4rpi2δ
K2
qui est le re´sultat annonce´.
Avec ces deux lemmes la de´monstration de la proposition 24 est line´aire.
Preuve : Nous partons de la de´finition de Q˜n et de la formule de la proposi-
tion 19 sur Q.
Q˜n+1(i, j, k) =
∫
Ik
∫∫
Xi,j
Qn+1(x, θ) dx dθ,
=
∫
Ik
∫∫
Xi,j
∫
S1
Qn(x− r~u(ϕ), ϕ) dµr(θ − ϕ) dx dθ,
Les termes sous le signe inte´gral e´tant positifs, nous pouvons inverser les
inte´grales inde´pendantes,
Q˜n+1(i, j, k) =
∫
Ik
∫
S1
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(ϕ), ϕ) dx dµr(θ − ϕ) dθ.
Nous effectuons le changement de variable ψ = θ−ϕ de manie`re a` pouvoir
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effectuer une autre inversion d’inte´grales.
Q˜n+1(i, j, k) =
∫
Ik
∫
S1+θ
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ − ψ), θ − ψ) dx dµr(ψ) dθ,
=
∫
Ik
∫
S1
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ − ψ), θ − ψ) dx dµr(ψ) dθ,
=
∫
S1
∫
Ik
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ − ψ), θ − ψ) dx dθ dµr(ψ),
=
∫
S1
∫
Ik
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ − ψ), θ − ψ) dx dθ dµr(ψ).
Nous effectuons maintenant un changement de variable sur θ, la variable
de l’inte´grale sur Ik.
=
∫
S1
∫
Ik
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ − ψ), θ − ψ) dx dθ dµr(ψ),
=
∫
S1
∫
Ik−ψ
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ dµr(ψ).
Or S1 = ∪k∈Z/KZIk est une partition du cercle unite´. Donc
Q˜n+1(i, j, k) =
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Ik−ψ
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ dµr(ψ).
A` ce stade nous utilisons le lemme 25,
Q˜n+1(i, j, k) =
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∫
Il
∫∫
Xi,j
Qn(x− r~u(θ), θ) dx dθ dµr(ψ) +R1(δ,K),
puis le lemme 26,
Q˜n+1(i, j, k) =
K−1∑
l=0
∫
Ik−l
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)Q˜n(a, b, l) dµr(ψ) +R1(δ,K) +R2(δ,K),
=
K−1∑
l=0
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)Q˜n(a, b, l)µr(Ik−l) +R1(δ,K) +R2(δ,K),
=
K−1∑
l=0
∑
(a,b)∈Z2
ω(i, j, a, b, l)Q˜n(a, b, l)µ˜r(k − l) +R1(δ,K) +R2(δ,K).
Ce qui montre bien le re´sultat attendu en posant R = R1 +R2.
58
3.1. PASSAGE AU DISCRET
Valeurs par
de´faut des
parame`tres
r 16
K 24
s 3
λ 5
Tab. 3.1 – Valeurs par de´faut pour le mode`le M˜r. Ce tableau contient les
valeurs utilise´es par de´faut pour les parame`tres du mode`le M˜r dans les expe´-
riences des figures 3.4 a` 3.8.
Nous avons deux possibilite´s pour mettre en pratique cette formule nume´-
riquement. La premie`re consiste a` parcourir les points (i, j, k) et a` calculer
les inte´grales correspondantes en parcourant les points (a, b, l). La deuxie`me
possibilite´ est de parcourir les points (a, b, l) et de rajouter la quantite´ cor-
respondante aux points (i, j, k). Cette deuxie`me approche est un mode`le de
propagation de courbe, plus efficace qui consiste a` prendre toutes les extre´-
mite´s possibles et a` les prolonger avec une ponde´ration correspondant a` leur
probabilite´ en utilisant le ge´ne´rateur de courbe 21.
Ensuite la probabilite´ de sortie P˜r est calcule´e par rapport a` Q˜ de la meˆme
manie`re que Pr est calcule´e par rapport a` Q.
3.1.3 Calibration des parame`tres
Nous avons diffe´rents parame`tres a` re´gler. Les deux parame`tres de l’algo-
rithme sont le rayon des courbes r, et le nombre d’angles discretsK. Cependant
pour acce´le´rer les calculs nous avons ajoute´ un parame`tre, un facteur d’e´chelle
pour diminuer la taille du voisinage V (C, ε). Mais il y a un autre parame`tre,
le parame`tre λ de la loi de Laplace.
Il y a donc deux parame`tres pour de´crire le mode`le, le rayon r et le pa-
rame`tre λ de la loi de Laplace, et deux parame`tres nume´riques, le nombre
d’angles discrets K et le facteur d’e´chelle s.
Pour calibrer les parame`tres, nous effectuons des expe´riences a` partir d’une
courbe repre´sente´e dans la figure 3.3(a). Les figures 3.3(b) a` 3.3(f) montrent le
voisinage construit a` partir de cette courbe pour des e´chelles de 1 : 1 a` 1 : 5.
La table 3.1 montre les valeurs par de´faut utilise´es pour les parame`tres lors
des expe´riences.
Le rayon. Le rayon r est un vrai parame`tre, il correspond a` l’e´chelle a` la-
quelle nous nous plac¸ons pour analyser les lignes de niveau. Il ne faut pas
prendre r trop petit car dans ce cas cela signifie que nous observons sur les
59
CHAPITRE 3. CALCUL DE LA PROBABILITE´
(a) Courbe C.
(b) Voisinage a` l’e´chelle 1 : 1
(c) Voisinage a` l’e´chelle 1 : 2
(d) Voisinage a` l’e´chelle 1 : 3
(e) Voisinage a` l’e´chelle 1 : 4
(f) Voisinage a` l’e´chelle 1 : 5
Fig. 3.3 – Un voisinage a` diffe´rentes e´chelles. Le voisinage V (C, ε) de la
courbe C peut eˆtre utilise´ a` diffe´rentes e´chelles. La courbe C est la courbe
du dessin du haut. Au-dessous sont dessine´s les voisinages V (C, ε) de cette
courbe pour un ε fixe´ avec des e´chelles allant de 1 : 1 a` 1 : 5.
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Fig. 3.4 – Influence de r sur le mode`le M˜r. La courbe repre´sente´e ci-dessus
montre les diffe´rentes valeurs prises par la probabilite´ de sortie calcule´e avec le
mode`le discret M˜r lorsque le rayon r des courbes varie. Les valeurs obtenues
sont fiables pour des valeurs de r comprises entre 10 et 50. Au-dela` les valeurs
de la probabilite´ de sortie ne sont pas fiables. Les valeurs prises par les autres
parame`tres sont indique´es sur le tableau 3.1.
lignes de niveau des points tre`s rapproche´s pour observer le changement de
direction. Et si les points sont trop pre`s l’hypothe`se tacite d’inde´pendance des
points n’est pas du tout respecte´e. Dans le cas extreˆme de courbes de niveau
sur une image sans interpolation (image constante sur chaque pixel) avec un
rayon r e´gal a` un pixel il n’y a que quatre orientations possibles. La figure 3.4
montre la courbe des valeurs prises par la probabilite´ de sortie P lorsque r
varie de 2,2 jusqu’a` 100. En ordonne´e nous figurons − log10(P ) de sorte que 6
corresponde donc a` la valeur 10−6 pour P . Sur ce graphique il apparaˆıt claire-
ment que pour les petites valeurs de r la probabilite´ de sortie n’est pas du tout
fiable. De meˆme lorsque r est supe´rieur a` 50 des artefacts nume´riques impor-
tants apparaissent et s’amplifient. Entre 10 et 50 il y a une plage raisonnable
pour choisir r. Par la suite nous prenons r = 16.
Pour cette expe´rience nous avons toujours pris la meˆme probabilite´ de chan-
gement de direction. En principe la probabilite´ de changement de direction
de´pend du rayon r. En effet si nous calculons empiriquement cette proba-
bilite´, l’e´chantillonnage de´pend de ce parame`tre r. La figure 3.5(a) montre
deux courbes, la courbe continue correspond a` l’expe´rience de la figure 3.4
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et la courbe en pointille´s correspond aux calculs effectue´s avec des probabili-
te´s de changement de direction calcule´es empiriquement sur les courbes de la
figure 3.5(b).
Le nombre d’angles. La courbe de la figure 3.6 montre l’influence du
nombre d’angles discrets K sur le calcul. Comme pre´vu plus K est grand, plus
pre´cis est le calcul et ceci apparaˆıt bien sur la courbe qui devient vite presque
constante. A` partir de cette valeur n’importe quelle valeur de K convient. Pour
rendre les calculs plus rapides, il est possible de prendre K parmi les premie`res
valeurs stabilise´es. En fait la valeur de K pour laquelle la probabilite´ se stabi-
lise correspond a` peu pre`s a` la valeur de K e´gale au nombre de pixels sous le
cercle de rayon r.
L’e´chelle. La courbe pour le facteur d’e´chelle s est donne´ par la figure 3.7.
Pour le facteur d’e´chelle, lorsque le domaine diminue, le nombre de pixels dans
le voisinage V (C, ε) par rapport au nombre de pixels sur le bord diminue. En
effet, pour faire une approximation supposons que le voisinage est un rectangle
de longueur L et de largeur ε. Posons alors
N = Lε, Nb = 2(L+ ε), Ni = N −Nb.
Ainsi N est la surface du voisinage et correspond donc au nombre de pixels du
voisinage, Nb est le pe´rime`tre du voisinage et correspond alors au nombre de
pixels a` la frontie`re du voisinage et finalement Nb est le nombre de pixels a` l’in-
te´rieur du voisinage. Posons maintenant L˜ = L/s, et ε˜ = ε/s les dimensions du
voisinage apre`s changement d’e´chelle. En de´finissant de la meˆme manie`re N˜ , N˜b
et N˜i nous avons
N˜i
N˜b
= 1− sNb
N
,
et ce rapport diminue donc bien lorsque s augmente (au moins tant que
s ≤ N/Nb, ensuite le voisinage ne contient plus de pixels). Cette augmentation
du rapport entre les pixels du bord et ceux a` l’inte´rieur augmente la probabi-
lite´ pour les courbes de sortir du voisinage avant d’atteindre Γf . Ceci explique
donc la diminution de la probabilite´ de sortie lorsque le facteur d’e´chelle aug-
mente. Pour s vraiment grand les re´sultats ne sont vraiment plus fiables. Ici
l’intervalle [1; 5] semble correct. Nous prenons s = 3.
La loi de Laplace. Un dernier parame`tre que nous pouvons faire varier est
le parame`tre de la probabilite´ de Laplace utilise´e. L’influence de ce parame`tre λ
est montre´e sur la courbe de la figure 3.8. Sur ce graphe figure une ligne en
pointille´s, c’est la valeur calcule´e pour la probabilite´ de sortie avec la probabilite´
calcule´e empiriquement. Nous prenons λ = 5.
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Calculs avec des probabilite´s de Laplace
Calculs avec des probabilite´s empiriques
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(a) Influence de r pour chacun des lois.
(b) Courbes utilise´es pour le calcul empirique.
Fig. 3.5 – Comparaison loi de Laplace/loi empirique. La courbe repre´sente´e
en haut en trait plein est la meˆme que la courbe de la figure 3.4. La courbe
en pointille´s est la courbe obtenue de la meˆme manie`re que la pre´ce´dente sauf
qu’au lieu d’utiliser une loi de Laplace de parame`tre 5 pour la probabilite´ de
changement de direction nous avons cette fois calcule´ empiriquement une loi
de changement de direction suivant le calcul 15 sur les courbes de la figure du
bas.
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Fig. 3.6 – Influence de K sur le mode`le M˜r. La courbe ci-dessus montre
la probabilite´ de sortie obtenue avec le mode`le M˜r en fonction du nombre
d’angles discrets K. Sur cette courbe nous observons une stabilisation autour
d’une valeur fixe de`s que K de´passe 20. Les valeurs des autres parame`tres sont
celles indique´es dans le tableau 3.1.
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Fig. 3.7 – Influence de s sur le mode`le M˜r. La courbe montre la probabilite´
de sortie avec ce mode`le en fonction du facteur d’e´chelle s. Le comportement
de la probabilite´ de sortie est bon lorsque s ne de´passe pas 5 ; au dela` les
valeurs prises sont tre`s instables. Pour les autres parame`tres du mode`le M˜r
leurs valeurs sont celles du tableau 3.1.
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Fig. 3.8 – Influence de λ sur le mode`le M˜r. La courbe de la probabilite´ de sortie
en fonction du parame`tre λ de la loi de Laplace est repre´sente´e ci-dessus en
trait plein. La loi de Laplace est la loi choisie pour la probabilite´ de changement
de direction. Lorsque λ tend vers 0 le changement de direction est de plus en
plus uniforme et les courbes ge´ne´re´es dans le voisinage sont de plus en plus des
re´alisations de mouvement Brownien. Dans de telles conditions il est de plus
en plus improbable que les courbes suivent les me´andres du tube forme´ par le
voisinage. Il n’est donc pas e´tonnant que la probabilite´ tende vers 0 lorsque λ
tend vers 0. Les autres parame`tres utilise´s pour le mode`le M˜r sont indique´s
sur le tableau 3.1.
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3.2 Me´thode de Monte-Carlo
Au lieu de calculer empiriquement la probabilite´ de sortie il est possible
de l’estimer. Cette me´thode est plus rapide et il est alors possible de garder
le caracte`re continu des courbes simule´es meˆme si le domaine est discre´tise´.
Comme la probabilite´ a` estimer est tre`s faible, il faut a priori tester un tre`s
grand nombre de courbes avant d’en trouver une qui va ressortir du tube a`
travers Γf et avoir une probabilite´ estime´e non nulle. Cependant, nous pouvons
contourner ce proble`me par un proce´de´ de duplication.
3.2.1 Estimateur
Soit N0 le nombre d’extre´mite´s de courbes prises au hasard dans Sd. Par
exemple sur la figure 3.9(a) nous avons pris au hasard quatre extre´mite´s de
courbes sur Γd. Nous laissons e´voluer ces N0 courbes pour une e´tape. Nous
comptons alors les P0 courbes qui sortent du domaine par Γf , les D0 autres
courbes qui sortent autrement du tube et il reste donc dans le domaine N ′0 =
N0 − P0 − D0 courbes. La figure 3.9(b) montre le re´sultat de cette e´volution
pour les 4 courbes tire´es.
Pour compenser les courbes perdues et maintenir un nombre constant de
courbes dans le tube, nous “dupliquons” artificiellement certaines des courbes
restantes. Nous choisissons donc ale´atoirement (tirage avec remise) N ′′0 = N0−
N ′0 extre´mite´s de courbes parmi les N
′
0 qui sont reste´es dans le domaine. Nous
avons donc a` nouveau N ′0 + N
′′
0 (= N0) courbes au de´but de l’e´tape suivante.
Sur la figure 3.10(a) nous avons tire´ une extre´mite´ en double pour compenser
la perte d’une courbe, c’est celle marque´e avec ×2.
Le proce´de´ est le meˆme a` l’e´tape n. Supposons eˆtre a` la n-e`me e´tape avecNn
extre´mite´s de courbes a` suivre. Nous laissons e´voluer ces courbes pour une
e´tape. Soient Pn le nombre de courbes sortant du tube par Γf , Dn les autres
courbes sortantes et N ′n = Nn − Pn −Dn les courbes restant dans le domaine.
Nous tirons parmi ces N ′n courbes qui sont encore dans le domaine N
′′
n =
N0 −N ′n courbes. Nous avons donc Nn+1 = N ′n +N ′′n(= N0).
Avec cette me´thode de simulation de courbes, nous avons une estimation
de la probabilite´ Pr,
Proposition 27 :
L’estimateur de la probabilite´ Pr est
Pmc =
∞∑
n=0
(
Pn
Nn
n−1∏
k=0
N ′k
Nk
)
Preuve : En effet la probabilite´ estime´e de rester dans V (C, ε) lors de la k-e`me
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N0 = 4
(a) Tirage des extre´mite´s avec N0 = 4.
N0 = 4
D0 = 1
P0 = 0
N ′0 = 3
(b) Re´sultat d’une premie`re e´tape.
Fig. 3.9 – L’e´tape initiale de l’estimation de Monte-Carlo. Au de´but de l’es-
timation, nous tirons des extre´mite´s de courbe au hasard sur l’extre´mite´ Γd
du voisinage (tirage selon la probabilite´ Q0 en fait). Sur le dessin du dessus
nous avons choisi quatre extre´mite´s de de´part. Nous allons donc suivre quatre
courbes a` travers le voisinage. Nous prolongeons les extre´mite´s selon le mo-
de`leMr en utilisant le ge´ne´rateur 12. Le re´sultat est illustre´ sur le dessin du
bas.
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e´tape est N ′k/Nk et ainsi celle d’y rester durant les (n−1) premie`res e´tapes est
n−1∏
k=0
N ′k
Nk
.
La probabilite´ de sortir a` la n-e`me e´tape est donc(
n−1∏
k=0
N ′k
Nk
)
Pn
Nn
.
L’estimateur que nous cherchons est donc bien
Pmc =
∞∑
n=0
(
n−1∏
k=0
N ′k
Nk
)
Pn
Nn
, (3.2)
comme attendu.
3.2.2 Calibration des parame`tres
En prenant Nn = N0 le seul parame`tre de cet estimateur est alors le
nombre N0 de courbes suivies dans le domaine. La probabilite´ de sortie doit
eˆtre inde´pendante de ce parame`tre. Nous avons effectue´ plusieurs simulations
avec le voisinage de la figure 3.3(a). Les re´sultats sont sur la figure 3.11. La
courbe montre clairement la tre`s faible de´pendance du re´sultat par rapport au
nombre de courbes N0 de`s que celui-ci est supe´rieur a` quelques centaines.
Nous avons ensuite effectue´ les meˆmes tests que pour la me´thode directe
pour pouvoir comparer les re´sultats. Pour ces tests nous avons pris N0 = 300.
Les re´sultats sont dans les figures 3.12 a` 3.15. Ces courbes montrent que les
courbes sont tre`s proches, en tout cas pour des parame`tres restants dans un
domaine raisonnable.
La figure 3.16 montre des courbes simule´es pour une estimation dans le
voisinage de la figure 3.3(a) avec N0 = 10.
3.3 E´quation aux de´rive´es partielles
3.3.1 Obtention d’une EDP
Nous allons maintenant chercher un mode`le limiteM0 en faisant tendre r
vers 0 dans les mode`les Mr. La limite des courbes polygonales de Cr est
l’ensemble des courbes continues C. Pour calculer la probabilite´ sur les voi-
sinages V(C, ε), nous partons encore une fois de la probabilite´ de pre´sence.
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N0 = 4
D0 = 1
P0 = 0
N ′0 = 3
N1 = 4
×2
(a) Tirage d’une nouvelle extre´mite´.
N0 = 4
D0 = 1
P0 = 0
N ′0 = 3
N1 = 4
P1 = 0
D1 = 0
N ′1 = 4
(b) Re´sultat d’une deuxie`me e´tape.
Fig. 3.10 – Une seconde ite´ration de l’estimation de Monte-Carlo. A` la fin de
l’e´tape pre´ce´dente pre´sente´e sur la figure 3.9, il ne restait que trois extre´mite´s
de courbe dans le voisinage. Pour repartir avec a` nouveau quatre extre´mite´s
dans cette deuxie`me e´tape, nous choisissons au hasard une des extre´mite´s dans
le voisinage et nous la dupliquons. Ce choix est pre´sente´ dans le dessin du haut,
l’extre´mite´ duplique´e est marque´e d’un ×2. Le re´sultat d’une deuxie`me e´tape
de suivi des courbes est sur le dessin du bas. L’extre´mite´ duplique´e a donne´ lieu
a` deux courbes qui suivent le meˆme chemin lors de cette e´tape. Cependant a`
la fin deux tirages diffe´rents d’un changement de direction sont effectue´s pour
chacune d’entre elles. C’est pour cette raison qu’au bout du chemin nous avons
deux directions diffe´rentes, une par courbe.
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Mode`le M˜r discret
Mode`leMr par estimation
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Fig. 3.11 – Influence de N0 sur le mode`le Mr. Ci-dessus est repre´sente´e la
courbe de la probabilite´ de sortie estime´e pour le mode`le Mr en fonction du
nombre de courbes utilise´es pour l’estimation de Monte-Carlo. A` chaque N0
correspond une re´alisation de l’algorithme. Nous devinons sur cette courbe
que l’e´cart-type du re´sultat va bien en diminuant lorsque le nombre de courbes
suivies augmente. Nous voyons donc que quelques centaines de courbes suffisent
pour avoir une bonne estimation de la probabilite´ de sortie. Par la suite nous
prenons N0 = 300. Les autres valeurs des parame`tres sont pris comme pour le
mode`le M˜r sur le tableau 3.1.
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Fig. 3.12 – Influence de r sur le mode`le Mr. Cette fois ci nous e´tudions
l’influence du rayon r des courbes sur la probabilite´ de sortie. Nous pouvons
faire les meˆmes remarques que pour le calcul avec le mode`le discret M˜r pre´sente´
sur la figure 3.4 tant les re´sultats sont proches.
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Mode`le M˜r discret
Mode`leMr par estimation
0 20 40 60 80 100
0
2
4
6
8
10
Nombre K d’angles discrets
P
ro
ba
bi
lit
e´
de
so
rt
ie
−
lo
g 1
0
(P
)
Fig. 3.13 – Influence de K sur le mode`leMr. La` encore le re´sultat est compa-
rable avec ceux obtenus avec le mode`le discret M˜r. Toutes les valeurs au-dessus
de 20 conviennent. Par contre pour les faibles valeurs de K aucune courbe n’ar-
rive a` sortir du voisinage et l’estimateur donne donc une probabilite´ nulle. Ceci
pourrait eˆtre ame´liore´ en augmentant le nombre N0 de courbes simule´es. Sur
cette e´chelle logarithmique nous avons mis la valeur 0 dans ce cas.
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Mode`le M˜r discret
Mode`leMr par estimation
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Fig. 3.14 – Influence de s sur le mode`le Mr. Une fois de plus l’influence du
facteur d’e´chelle est comparable a` l’influence sur le mode`le discret M˜r. Nous
pouvons cependant noter que le comportement de l’estimateur du mode`leMr
est plus robuste que le mode`le discret M˜r. En effet l’estimateur est moins
sujet aux artefacts de discre´tisation et se comporte mieux pour les grandes
valeurs du facteur d’e´chelle. Malgre´ cela il faut prendre un facteur d’e´chelle
mode´re´, infe´rieur a` 5. Ce meilleur comportement pour les e´chelles tre`s grossie`res
du voisinage V (C, ε) montre bien que c’est la pixellisation du bord qui pose
proble`me avec le mode`le M˜r, et non pas la discre´tisation des courbes.
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Mode`le M˜r discret
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Fig. 3.15 – Influence de λ sur le mode`leMr. L’influence du parame`tre de la
loi de Laplace utilise´e sur ce mode`le est identique a` son influence sur le mode`le
discret M˜r pour des valeurs de λ prises entre 2 et 12. En dehors de cette plage
il y a trop peu de courbes qui parviennent a` suivre le voisinage et l’estimateur
n’est plus fiable.
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Fig. 3.16 – Courbes ge´ne´re´es par l’estimateur. Le dessin ci-dessus montre les
courbes ge´ne´re´es par l’estimateur pour estimer la probabilite´ de sortie selon le
mode`leMr. Pour des raisons de lisibilite´, nous avons pris pour cette estima-
tion N0 = 10 courbes au de´part, en pratique nous prenons N0 = 300 ce qui
conduit a` une meilleure exploration du tube. Au de´but de chaque e´tape nous
tirons des extre´mite´s de courbes en dupliquant certaines extre´mite´s qui sont
encore dans le voisinage de fac¸on a` toujours avoir dix extre´mite´s au de´but de
chaque e´tape.
Nous partons de la formule de la proposition 19 sur la probabilite´ de pre´-
sence Q du mode`leMr,
Qn+1(x, θ) =
∫
S1
Qn(x− r~u(ϕ), ϕ) dµr(θ − ϕ).
Nous introduisons maintenant la somme des probabilite´s de pre´sence pour tous
les moments n
qr(x, θ) =
+∞∑
n=0
Qn(x, θ),
comme cette quantite´ (ainsi que les qn d’ailleurs) de´pend de r, nous mettons r
en indice. En sommant la formule pre´ce´dente pour tout n on trouve alors
qr(x, θ)−Q0(x, θ) =
∫
S1
qr(x− r~u(ϕ), ϕ) dµr(θ − ϕ). (3.3)
OrQ0 est nulle partout sauf sur une partie du bord de V (C, ε), donc a` l’inte´rieur
de V (C, ε) nous trouvons l’e´quation
qr(x, θ) =
∫
S1
qr(x− r~u(ϕ), ϕ) dµr(θ − ϕ). (3.4)
Nous cherchons maintenant une EDP ve´rifie´e par une solution de cette
e´quation inte´grale. Ceci nous conduit a` faire des hypothe`ses sur les probabilite´s
de changement de direction µr.
Proposition 28 :
Si (µr)r>0 est une famille de mesures sur S1 telle qu’il existe γ > 0 et une
mesure µ ve´rifiant,
∀r > 0, rγdµr(rγϕ) = dµ(ϕ), (3.5)
76
3.3. E´QUATION AUX DE´RIVE´ES PARTIELLES
– la mesure µ est une probabilite´,∫
S1
dµ(ϕ) = 1, (3.6)
– de moyenne nulle ∫
S1
ϕdµ(ϕ) = 0, (3.7)
– et de variance α > 0 ∫
S1
ϕ2 dµ(ϕ) = α. (3.8)
et si (x, θ, r) 7→ qr(x, θ) est une fonction admettant localement des de´rive´es
partielles par rapport a` x et θ d’ordre 3 continues au voisinage du point (x, θ, 0)
et ve´rifiant l’e´quation inte´grale 3.4 en (x, θ) pour r assez proche de 0, alors
− r∇xqr · ~u(θ) + r
2γα
2
∂2 qr
∂θ2
= or→0(rmin(1,2γ)), (3.9)
au point (x, θ).
Preuve : Afin d’expliciter la de´pendance en r de µr, nous utilisons la re`gle
d’e´chelle sur la famille (µr)r en posant le changement de variable θ−ϕ = rγψ,
qr(x, θ) =
∫
S1
qr(x− r~u(ϕ), ϕ) dµr(θ − ϕ),
=
∫
S1
qr(x− r~u(θ − rγψ), θ − rγψ)rγ dµr(rγψ),
=
∫
S1
qr(x− r~u(θ − rγψ), θ − rγψ) dµ(ψ). (3.10)
Nous voulons maintenant utiliser un de´veloppement limite´ de qr dans l’in-
te´grale. Pour cela nous regardons le de´veloppement limite´ de qs au point
(x− r~u(θ − rγψ), θ − rγψ)
qs(x− r~u(θ − rγψ), θ − rγψ) = qs(x, θ)− r∇xqs(x, θ) · ~u(θ) + rεs(r)
−rγψ∂ qs
∂θ
+
r2γψ2
2
∂2 qs
∂θ2
(x, θ) + r2γηs(r
2γ),
(3.11)
avec εs et ηs telles que
|εs(r)| ≤ rM1 et |ηs(r2γ)| ≤ r2γM2,
Les constantes M1 et M2 sont en fait des bornes supe´rieures des de´rive´es de qs
d’ordre 2 et 3 par rapport a` x et θ. En prenant encore une fois la borne
supe´rieure de ces quantite´s sur un voisinage de 0 par rapport a` s, nous pouvons
supposer queM1 etM2 ne de´pendent pas de s. Ceci signifie que le reste dans le
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de´veloppement limite´ (3.11) tend uniforme´ment vers 0 par rapport a` s lorsque r
tend vers 0. Nous pouvons donc dire maintenant que nous avons
qr(x− r~u(θ − rγψ), θ − rγψ) = qr(x, θ)− r∇xqr(x, θ) · ~u(θ) + or→0(r)
−rγψ∂ qr
∂θ
+
r2γψ2
2
∂2 qr
∂θ2
(x, θ) + or→0(r2γ),
(3.12)
En introduisant ce de´veloppement limite´ (3.12) dans l’e´quation (3.10) nous
obtenons
qr(x, θ) =
∫
S1
qr(x, θ) dµ(ψ)− r∇xqr(x, θ) · ~u(θ)
∫
S1
dµ(ψ) + or→0(r)
−rγ ∂ qr
∂θ
(x, θ)
∫
S1
ψ dµ(ψ) +
r2γ
2
∂2 qr
∂θ2
(x, θ)
∫
S1
ψ2 dµ(ψ) + or→0(r2γ).
(3.13)
En prenant en compte les e´galite´s (3.6), (3.7) et (3.8), l’e´quation finale
obtenue est
−r∇xqr · ~u(θ) + r
2γα
2
∂2 qr
∂θ2
= or→0(rmin(1,2γ)),
d’ou` la proposition.
Il nous reste maintenant a` discuter selon les valeurs de γ.
3.3.2 Discussion par rapport a` γ
On se pose maintenant la question de savoir s’il existe une e´quation limite
quand r tend vers 0, c’est-a`-dire un mode`le continu limite des mode`les discrets.
On suppose que les fonctions qr tendent vers une fonction q lorsque r tend
vers 0. Trois diffe´rents cas se pre´sentent en fonction de la position de γ par
rapport a` 1/2.
– si γ > 1/2
Dans ce cas l’e´quation 3.9 devient
∇xq · ~u(θ) = 0
en faisant tendre r vers 0. Si q ve´rifie cette e´quation sur tout le voisi-
nage V (C, ε), avec une valeur sur le bord fixe q(x, θ) = q0(x, θ) alors dans
ce cas
q(x, θ) =

q0(x0, θ) s’il existe λ ≥ 0 tel que
x = x0 + λ~u(θ) et
le segment [x0;x] est inclus
dans V (C, ε),
0 sinon.
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La figure 3.17 montre le re´sultat de la simulation nume´rique par l’EDP
d’e´volution
∂ q
∂t
= ∇xq · ~u(θ). (3.14)
En chaque point x, l’intensite´ de l’image correspond a` la valeur de l’in-
te´grale de q(x, θ) par rapport a` θ. Dans le voisinage, les couleurs les plus
claires correspondent aux probabilite´s de pre´sence les plus faibles. La pro-
babilite´ de pre´sence n’arrive pas a` se propager en suivant les me´andres
du voisinage et elle finit par eˆtre nulle sur tout le voisinage.
En fait le cas γ > 1/2 peut eˆtre compare´ au mode`le discret en prenant
pour la probabilite´ de changement de direction une loi de Laplace de
parame`tre λ = +∞.
– si γ < 1/2
Cette fois-ci l’e´quation est
∂2 q
∂θ2
= 0.
Donc q ne de´pend pas de θ, il n’y a aucune contrainte sur x. Il existe
une infinite´ de solutions a` cette EDP. Bref, ce cas n’a pour nous aucun
inte´reˆt.
– si γ = 1/2
L’e´quation posse`de alors deux termes
α
2
∂2 q
∂θ2
−∇xq · ~u(θ) = 0, (3.15)
un terme de transport et un terme de diffusion. C’est le seul cas inte´res-
sant. Les lignes de niveau sont prolonge´es et en meˆme temps elles sont
diffuse´es entre les angles. Les lignes de niveau ne sont donc pas simple-
ment prolonge´es en ligne droite. Le re´sultat de l’e´quation d’e´volution
{
q(x, θ, 0) = q0(x, θ)
∂ q
∂t
= α
2
∂2 q
∂θ2
−∇xq · ~u(θ)
(3.16)
est illustre´ par la figure 3.18. Cette fois-ci nous voyons bien la probabilite´
de pre´sence suivre la courbe. Nous pouvons remarquer que la probabilite´
des courbes qui sont le plus loin dans le tube est plus faible, les courbes
qui e´pousent parfaitement la ge´ome´trie du tube sont rares. Par contre la
partie contenant les courbes les plus probables se situe juste en arrie`re
du front. Les courbes les plus probables n’e´pousent pas exactement la
ge´ome´trie du tube.
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Fig. 3.17 – EDP de transport seul. Les dessins ci-dessus montrent la valeur de
la probabilite´ de pre´sence q correspondant a` l’e´quation 3.14 pour diffe´rentes
valeurs de temps. La probabilite´ de pre´sence initiale est transporte´e cependant
elle ne parvient pas a` suivre les me´andres du voisinage et finit par disparaˆıtre
totalement.
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Fig. 3.18 – EDP de transport et de diffusion. Nous avons repre´sente´ la solu-
tion de l’e´quation 3.16 qui est pre´sente´e pour diffe´rents temps. Le terme de
transport permet le transport effectif de la probabilite´ de pre´sence depuis la
probabilite´ de pre´sence initiale. Le terme de diffusion permet a` la probabilite´
de pre´sence de suivre les me´andres du voisinage.
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3.3.3 Re´solution nume´rique
Pour re´soudre l’e´quation (3.16) nous utilisons un sche´ma ite´ratif de sorte
que nous cherchons une solution de l’e´quation d’e´volution
∂ q
∂t
=
α
2
∂2 q
∂θ2
−∇xq · ~u(θ) dans
o
D0(C, ε)× [0,∞[,
q(x, θ, t) = 0 sur ∂D0(C, ε)× [0,∞[,
q(x, θ, 0) = q0(x, θ) sur D0(C, ε).
(3.17)
Dans cette e´quation D0(C, ε) est la limite de Dr(C, ε) lorsque r tend vers 0.
C’est-a`-dire que si S0(x) est la limite de Sr(x) alors
D0(C, ε) = ∪x∈~V (C,ε){x} × S0(x).
Maintenant si V (C, ε) est re´gulier alors Sr(x) tend vers S1 lorsque x est a`
l’inte´rieur de V (C, ε), vers un demi cercle lorsque x est sur le bord et vers un
quart de cercle lorsque x est dans un coin, cf. figure 2.15.
Pour re´soudre l’e´quation (3.17) le sche´ma que nous utilisons est
qn+1i,j,k = η1q
n
i,j,k + η2(q
n
i,j,k+1 + q
n
i,j,k−1) + η3q˜
n
i∗,j∗,k, (3.18)
avec qni,j,k = q(δi, δj, 2kpi/K, nτ) ou` τ est le pas de temps utilise´. Dans le
sche´ma (3.18) le terme q˜ni∗,j∗,k est une interpolation biline´aire entre les valeurs
de q en (δi0, δj0), (δi0+ δ, δj0), (δi0, δj0+ δ) et (δi0+ δ, δj0+ δ) ou` i0 et j0 sont
les parties entie`res de i∗ et j∗, et (δi∗, δj∗) correspond au transport de (δi, δj)
dans la direction θk. Nous avons donc
i∗ = i− ε
δ
cos(θk),
j∗ = j − ε
δ
sin(θk),
{
i0 = [i∗],
j0 = [j∗],
(3.19)
et
q˜ni∗,j∗,k = (1− (i∗ − i0))(1− (j∗ − j0))qni0,j0,k
+(1− (i∗ − i0))(j∗ − j0)qni0,j0+1,k
+(i∗ − i0)(1− (j∗ − j0))qni0+1,j0,k
+(i∗ − i0)(j∗ − j0)qni0+1,j0+1,k.
(3.20)
Pour que le sche´ma (3.18) soit monotone il suffit de prendre η1, η2 et η3
tels que
η1, η2, η3 ∈ [0, 1] et η1 + 2η2 + η3 = 1. (3.21)
Pour connaˆıtre les conditions pour que le sche´ma soit consistant nous consi-
de´rons une fonction C2 en un point (δi, δj, 2kpi/K, nτ).
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Proposition 29 :
Soit q une fonction C2 sur un voisinage du point (x, θ, t) = (δi, δj, 2kpi/K, nτ)
contenant la boule de rayon ε+
√
2δ autour de x. Alors nous avons
qn+1i,j,k − η1qni,j,k − η2(qni,j,k+1 + qni,j,k−1)− η3q˜ni∗,j∗,k
=τ
∂ q
∂t
− η24pi
2
K2
∂2 q
∂θ2
+ η3ε∇xq · ~u(θk)
+ oτ→0(τ) + oK→+∞(1/K2) + oδ→0(δ) + oε→0(ε).
(3.22)
Preuve : En (x, θ, t) nous avons les de´veloppements limite´s
qn+1i,j,k = q
n
i,j,k + τ
∂ q
∂t
+ oτ→0(τ), (3.23)
qni,j,k+1 = q
n
i,j,k +
2pi
K
∂ q
∂θ
+
2pi2
K2
∂2 q
∂θ2
+ oK→+∞(1/K2), (3.24)
qni,j,k−1 = q
n
i,j,k −
2pi
K
∂ q
∂θ
+
2pi2
K2
∂2 q
∂θ2
+ oK→+∞(1/K2), (3.25)
qni∗,j∗,k = q
n
i,j,k − ε~u(θk) · ∇xq + oε→0(ε). (3.26)
Et ailleurs mais dans le voisinage de x
qni∗,j∗,k = q
n
i0,j0,k
+ δ
(
i∗ − i0
j∗ − j0
)
· ∇xq + oδ→0(δ), (3.27)
qni∗,j∗,k = q
n
i0+1,j0,k
+ δ
(
i∗ − i0 − 1
j∗ − j0
)
· ∇xq + oδ→0(δ), (3.28)
qni∗,j∗,k = q
n
i0,j0+1,k
+ δ
(
i∗ − i0
j∗ − j0 − 1
)
· ∇xq + oδ→0(δ), (3.29)
qni∗,j∗,k = q
n
i0+1,j0+1,k
+ δ
(
i∗ − i0 − 1
j∗ − j0 − 1
)
· ∇xq + oδ→0(δ). (3.30)
Les gradients sont pris en diffe´rents points. Cependant comme q est suppo-
se´e C2 et que la distance entre deux points est un multiple de δ et enfin toutes
ces e´galite´s contiennent le terme oδ→0(δ). Nous pouvons donc e´crire tous ces
de´veloppements limite´s en utilisant le meˆme point pour tous les gradients.
La somme des coefficients utilise´s pour de´finir q˜ni∗,j∗,n vaut 1. Avec les de´-
veloppements limite´s juste au-dessus nous obtenons alors
qni∗,j∗,k = q˜
n
i∗,j∗,k + oδ→0(δ), (3.31)
car tous les termes contenant un gradient s’annulent.
En ajoutant les de´veloppements limite´s (3.24) et (3.25) nous obtenons alors
qni,j,k+1 + q
n
i,j,k−1 = 2q
n
i,j,k +
4pi2
K2
∂2 q
∂θ2
+ oK→+∞(1/K2). (3.32)
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Maintenant nous utilisons la relation (3.21) pour de´composer 1
qn+1i,j,k − η1qni,j,k − η2(qni,j,k+1 + qni,j,k−1)− η3q˜ni∗,j∗,k
=qn+1i,j,k − qni,j,k + qni,j,k − η1qni,j,k − η2(qni,j,k+1 + qni,j,k−1)
− η3q˜ni∗,j∗,k,
=qn+1i,j,k − qni,j,k − η2
(
qni,j,k+1 + q
n
i,j,k−1 − 2qni,j,k
)
− η3
(
q˜ni∗,j∗,k − qni,j,k
)
,
=τ
∂ q
∂t
+ oτ→0(τ)− η24pi
2
K2
∂2 q
∂θ2
+ oK→+∞(1/K2)
− η3
(
qni∗,j∗,k − qni,j,k
)
+ oδ→0(δ),
=τ
∂ q
∂t
+ oτ→0(τ)− η24pi
2
K2
∂2 q
∂θ2
+ oK→+∞(1/K2)
+ η3ε~u(θk) · ∇xq + oε→0(ε) + oδ→0(δ).
(3.33)
Cette dernie`re e´criture est bien celle que nous cherchions.
Pour que le sche´ma soit consistant il suffit donc que les relations suivantes
soient satisfaites
τ
α
2
− η24pi
2
K2
= 0 et − τ + η3ε = 0. (3.34)
Pour l’algorithme nous avons donc plusieurs types de parame`tres.
– Parame`tre de l’EDP : α est le parame`tre de l’e´quation (3.15).
– Parame`tres de discre´tisation : K, δ et ε sont les diffe´rents pas de discre´-
tisation.
– Parame`tre du sche´ma : η1 est le parame`tre qui est lie´ au sche´ma nume´-
rique que nous utilisons.
– Parame`tres calcule´s : τ , η2 et η3 sont calcule´s a` partir des pre´ce´dents
graˆce aux relations que nous voulons ve´rifier pour que le sche´ma soit
consistant.
Ces derniers parame`tres, τ , η2 et η3 sont calcule´s comme suit
τ = (1− η1)/
(
αK2
4pi2
+ 1
ε
)
,
η2 = ατK
2/8pi2,
η3 = τ/ε,
(3.35)
Par la suite nous appelons η le parame`tre η1 du sche´ma car c’est le seul
coefficient parmi les trois η1, η2 et η3 que nous utilisons pour calculer les autres.
3.3.4 Calibration des parame`tres
Parame`tre de l’EDP. Sur la figure 3.19 apparaˆıt la courbe de la proba-
bilite´ de sortie en fonction de α. Le parame`tre α de´crit les probabilite´s de
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Fig. 3.19 – Influence d’α sur le mode`le M0. La courbe de la probabilite´ de
sortie calcule´e par EDP en fonction du parame`tre α de l’EDP montre un
minimum proche des valeurs obtenues avec les deux autres mode`les. Par la
suite nous prenons α = 0,5 pour les expe´riences. Pour les parame`tres du sche´ma
nume´rique de l’EDP nous prenons η = 0 et ε = 2.
changement de direction. Cependant les hypothe`ses que nous avons faites pour
obtenir l’EDP sont fortes et le mode`le de probabilite´ de changements de direc-
tions ainsi obtenu ne correspond pas ne´cessairement au type de distribution
souhaite´e. Le terme de diffusion de l’EDP sugge`re plus une loi sous-jacente
Gaussienne qu’une loi de type Laplace. Le parame`tre α permet de compenser
ces approximations pour obtenir un re´sultat proche de celui du mode`le M˜r.
Nous prenons pour la suite α = 0,5. Avec cette valeur le re´sultat obtenu est
proche de ceux obtenus avec les autres me´thodes.
Parame`tres de discre´tisation. Sur la figure 3.20 la courbe de la me´thode
par EDP n’a pas le meˆme comportement que celle des deux autres me´thodes.
Il faut donc prendre K autour de 20 pour obtenir les meˆmes re´sultats avec
les trois me´thodes. Le pas de discre´tisation spatial δ est fixe. Il reste le para-
me`tre ε. Il correspond a` la distance utilise´e pour l’e´quation de transport. Nous
voulons le prendre le plus petit possible. Sur la courbe de la figure 3.21 nous
observons qu’en dec¸a` de 2, les valeurs obtenues ne sont plus bonnes du tout.
Nous choisissons donc ε = 2.
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Fig. 3.20 – Influence de K sur le mode`leM0. Cette fois-ci avec le mode`leM0
le re´sultat de la probabilite´ de sortie ne tend pas vers une valeur fixe lorsque
le nombre d’angles discrets augmente. Cependant autour de K = 20 la courbe
passe par un minimum qui correspond aux valeurs trouve´es avec les deux autres
mode`les.
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Fig. 3.21 – Influence de ε sur le mode`leM0.Lorsque le parame`tre ε du sche´ma
nume´rique de l’EDP du mode`le M0 varie nous observons quelques artefacts
nume´riques. Cependant a` partir de ε = 2 la valeur de la probabilite´ de sortie
est comparable a` celle obtenue par les deux autres mode`les. En dec¸a` de cette
valeur, le re´sultat n’est pas fiable. Nous prenons donc ε = 2.
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Fig. 3.22 – Influence de η sur le mode`le M0. Pour les valeurs de η infe´-
rieures a` 0,8 la probabilite´ de sortie calcule´e par EDP suivant le mode`le M0
est proche des valeurs calcule´es avec les deux autres mode`les. Par la suite nous
prenons η = 0.
Parame`tre du sche´ma. Le sche´ma nume´rique posse`de un parame`tre : η. La
figure 3.22 montre l’influence de η sur la probabilite´ de sortie. Le coefficient η
doit eˆtre pris le plus petit possible pour acce´le´rer la re´solution nume´rique de
l’e´quation. En effet η correspond a` la partie de la variable au temps pre´ce´dent
que nous gardons pour fabriquer la variable au temps suivant. Pour aller plus
vite, il ne faut rien garder de fixe. Sur la courbe nous voyons que nous pouvons
prendre η = 0. C’est ce que nous ferons par la suite.
Autres parame`tres Les autres me´thodes posse`dent d’autres parame`tres,
le rayon des courbes, la probabilite´ de changement de direction et le facteur
d’e´chelle. Le rayon des courbes n’est plus un parame`tre car nous l’avons fait
tendre vers 0 pour obtenir l’EDP. De meˆme la probabilite´ de changement de
direction n’apparaˆıt dans l’EDP qu’avec le scalaire α. Le seul parame`tre qui
reste est donc le facteur d’e´chelle. La figure 3.23 montre le comportement de
cette me´thode par rapport au facteur d’e´chelle. Cette figure nous indique que
nous devons prendre le facteur d’e´chelle infe´rieur a` 4 pour obtenir les meˆmes
re´sultats qu’avec les autres me´thodes.
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Fig. 3.23 – Influence de s sur le mode`le M0. Le comportement de la proba-
bilite´ de sortie calcule´e par EDP suivant le mode`le M0 diffe`re de celui de la
probabilite´ calcule´e avec les deux autres mode`les. Avec le mode`leM0 la pro-
babilite´ diminue plus vite lorsque s augmente qu’avec les deux autres mode`les.
Cependant pour les petites valeurs de s les re´sultats sont tre`s proches, quel
que soit le mode`le.
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90
Chapitre 4
Analyse et utilisation de la
probabilite´
4.1 Comparaison
Nous comparons les trois mode`les pre´sente´s,
– le mode`le discret M˜r,
– l’estimation par me´thode de Monte-Carlo pour le mode`leMr,
– le mode`leM0 par EDP.
Pour cela nous allons regarder l’influence de trois parame`tres des voisinages V (C, ε)
sur la probabilite´ de sortie. Nous allons conside´rer des courbes C de courbure
constante et les parame`tres que nous e´tudions sont
1. la longueur L de la courbe C,
2. l’e´paisseur ε du tube,
3. la courbure κ de la courbe C.
Pour ces comparaisons, nous avons pris α = 2,5, cette valeur permet de faire
correspondre les courbes obtenues par le mode`le M˜r et par le mode`leM0.
Pour les deux premiers parame`tres e´tudie´s, la longueur et l’e´paisseur, la
courbure de la courbe est nulle, c’est-a`-dire que nous avons effectue´ nos tests
sur des droites pour ces parame`tres.
4.1.1 Longueur
Nous commenc¸ons par faire varier la longueur de la courbe. La figure 4.1
montre les courbes obtenues par les trois me´thodes. Les courbes obtenues
semblent eˆtre des fonctions affines. Nous cherchons a` mode´liser la probabilite´
de sortie P en ne prenant en compte que les lignes droites. Soit q0 la probabi-
lite´ de pre´sence initiale dans la direction du voisinage. Soit µ0 la probabilite´ de
ne pas changer de direction. Soit L la longueur du voisinage, il faut alors L/r
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Valeur par de´faut
r 16
K 24
s 3
λ 5
N 300
α 2,5
η 0
εEDP 2
L 500
ε 50
κ 0
Tab. 4.1 – Parame`tres par de´faut lors des expe´riences. L’entierN est le nombre
de courbes suivies lors de l’estimation de la probabilite´ de sortie suivant le
mode`leMr et εEDP est le parame`tre ε du sche´ma nume´rique de l’EDP associe´e
au mode`leM0.
ite´rations pour le mode`leMr pour aller d’un bout a` l’autre du voisinage. Nous
avons donc
P ≥ q0µL/r0 , (4.1)
et donc
− log10(P ) ≤ −
L
r
log10(µ0)− log10(q0).
Ce mode`le donne bien − log10(P ) comme une fonction affine de la lon-
gueur L. Nous prenons pour µ0 la probabilite´ de changement de direction
discre´tise´e en 0 et donc µ0 = µ˜r(0). Pour la probabilite´ initiale q0 nous prenons
la longueur d’un secteur angulaire sur pi/2, la longueur totale des de´parts pos-
sibles, et donc q0 = 4/K. Si nous mesurons les coefficients des courbes affines
de la figure 4.1 nous pouvons calculer des valeurs µ˜0 et q˜0. Nous avons pris les
coefficients de la fonction affine de la figure 4.1. Ceci nous donne
µ0 ≈ 0,57, µ˜0 ≈ 0,82,
q0 ≈ 0,17, q˜0 ≈ 0,11.
Les valeurs ne sont pas tout a` fait proches, cependant si nos ajoutons a` µ˜r(0),
les valeurs pour les angles contigus, nous obtenons 0,88, valeur beaucoup plus
proche. Ceci est logique car le voisinage est assez large pour que les courbes
de longueur L puissent aller dans une direction puis aller dans la direction
oppose´e, et ainsi de suite et aller tout de meˆme au bout du voisinage.
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Mode`leM0 par EDP
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Fig. 4.1 – Influence de la longueur. La probabilite´ calcule´e par les trois mo-
de`les donne pour tous une droite affine en coordonne´es semi-logarithmiques.
Le mode`le 4.1 donne une explication a` ce phe´nome`ne. Il est toutefois logique
que la probabilite´ diminue avec la longueur du voisinage.
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Mode`le M˜r discret
Mode`leMr par estimation
Mode`leM0 par EDP
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Fig. 4.2 – Influence de l’e´paisseur. Cette fois-ci la probabilite´ de sortie aug-
mente lorsque l’e´paisseur du voisinage augmente. Ce qui est logique : plus le
voisinage est e´pais, plus il est aise´ de rester dedans.
4.1.2 E´paisseur
La figure 4.2 montre le re´sultat des calculs effectue´s pour un voisinage
droit de longueur 500 pour des e´paisseurs de 10 a` 200 en allant de 5 en 5. Nous
observons que plus le voisinage est e´pais, plus la probabilite´ est e´leve´e, ce qui
est bien conforme aux attentes. Nous allons prendre le mode`le 4.1 pour tenter
de mode´liser l’influence de l’e´paisseur utilise´e. L’e´paisseur du voisinage V (C, ε)
est ε. Nous supposons ε tre`s petit devant L. Nous conside´rons alors θ0 l’angle
d’observation de Γf a` partir de Γd, que nous conside´rons constant sur Γd. Cet
angle d’observation est illustre´ sur la figure 4.3.
Nous prenons q0 = θ0/(pi/2). Sur la figure 4.3 nous constatons que tan(θ0) =
ε/L. Or avec nos hypothe`ses, nous avons tan(θ0) ≈ θ0 et donc q0 ≈ 2ε/piL.
Ceci nous donne donc comme mode`le
P ≥ 2ε
piL
µ
L/r
0 . (4.2)
Nous avons mis sur la figure 4.4 la courbe de P directement en fonction de
l’e´paisseur. En utilisant la fonction affine repre´sente´e sur cette figure nous avons
calcule´ µ˜0 ≈ 0,87, a` peu pre`s la meˆme valeur que celle pour la comparaison sur
les longueurs. Ce mode`le ne permet pas d’expliquer toute la courbe car nous
avons suppose´ ε tre`s petit par rapport a` L.
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L
ε
θ0
θ0
Fig. 4.3 – Angle d’observation de Γf depuis Γd. Nous supposons que la longueur
de la courbe L est bien plus grande que l’e´paisseur ε du voisinage rectangulaire.
Dans cette situation l’angle d’observation d’une extre´mite´ du voisinage est
presque identique a` partir de chacun des points de l’autre extre´mite´. Cette
valeur commune est note´e θ0.
Mode`le M˜r discret
Mode`leMr par estimation
Mode`leM0 par EDP
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Fig. 4.4 – Influence de l’e´paisseur en e´chelle line´aire. Le mode`le 4.2 que nous
avons trouve´ pour la probabilite´ de sortie en fonction de l’e´paisseur ε est une
fonction affine en e´chelle line´aire. Nous repre´sentons donc ci-dessus les meˆmes
courbes que sur la figure 4.2 mais avec une e´chelle line´aire.
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4.1.3 Courbure
La figure 4.5 montre le re´sultat des calculs effectue´s pour un voisinage de
longueur 500 et d’e´paisseur 50 de courbure allant de 0 a` 0,012 par pas de 0,0001.
Contrairement aux re´sultats pre´ce´dents le re´sultat est moins e´vident pour les
mode`lesMr par estimation etM0 par EDP. La tendance globale est tout de
meˆme que plus le voisinage est courbe, plus la probabilite´ diminue.
Nous reprenons une fois encore le mode`le 4.1 pour tenter de voir l’influence
de la courbure sur la probabilite´. Seulement cette fois nous remplac¸ons µ0
par µκ, la probabilite´ d’avoir un angle qui produit des courbes de courbure κ.
Nous commenc¸ons par regarder quel angle donne quelle courbure.
Lemme 30 :
Si θ est le changement de direction pour passer d’un segment a` l’autre pour
une courbe de Cr alors la courbure κ en ce point vaut
κ =
2
r
sin
(
θ
2
)
.
Ce qui nous permet ensuite de faire la minoration suivante,
Proposition 31 :
Pour κ assez petit et K assez grand nous avons
− log10(P ) ≤
Lλ
Ln(10)
κ− log10(q0)−
L
r
log10
(
2pi
KZ
)
.
Commenc¸ons par de´montrer le lemme 30.
Preuve : Sur la figure 4.6 les segments [A,B] et [B,C] sont deux segments
successifs d’une ligne polygonale. Ainsi nous avons AB = BC = r. Par les
points A, B et C ne passe qu’un seul cercle, son centre est le point O, point
d’intersection des me´diatrices de [A,B] et de [B,C]. Celles-ci coupent [A,B]
et [B,C] respectivement en IAB et IBC les milieux des deux segments. Le
rayon R du cercle est e´gal a` OB. Le changement de direction de la courbe au
point B est repre´sente´ par l’angle θ. La courbure au point B est κ = 1/R.
Les deux angles ĈBO et ÔBA sont e´gaux par syme´trie, soit ψ cette valeur
commune. Nous constatons que ces deux angles avec θ forment un angle plat,
2ψ + θ = pi.
De plus ψ et ϕ/2 sont deux angles d’un triangle rectangle et donc
ϕ
2
+ ψ =
pi
2
.
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Fig. 4.5 – Influence de la courbure. L’influence de la courbure est diffe´rente
selon les trois mode`les utilise´s. Seule l’estimation utilise´e avec le mode`le Mr
est monotone, la probabilite´ diminue lorsque la courbure augmente. Par contre
avec les deux autres mode`les nous avons un phe´nome`ne d’oscillation qui appa-
raˆıt. Celui-ci est peut-eˆtre duˆ a` l’influence des deux discre´tisations. La premie`re
est la discre´tisation du voisinage V (C, ε) dans R2 et la seconde est la discre´ti-
sation des directions de S1.
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Fig. 4.6 – Courbure des courbes polygonales. Pour calculer la courbure d’une
courbe polygonale nous regardons le rayon R du cercle passant par A, B et C,
ou` A, B et C sont trois point successifs le long d’une courbe polygonale. Nous
cherchons alors l’expression de ce rayon en fonction du changement de direc-
tion θ pour passer d’un segment a` l’autre. La courbure de la courbe au point B
est l’inverse du rayon R.
Au final nous obtenons
θ = ϕ.
Or nous connaissons le sinus de ϕ/2,
sin
(ϕ
2
)
=
r
2R
.
Nous en de´duisons l’expression de θ en fonction de κ,
θ = 2arcsin
(rκ
2
)
.
Ce qui prouve le lemme 30.
Ensuite nous utilisons ce re´sultat pour montrer la proposition 31.
Preuve : Nous avons pris pour la loi de probabilite´ de µr une loi de Laplace
de parame`tre λ, de sorte que nous allons faire un calcul approche´ d’inte´grale
par la valeur me´diane :
µκ =
∫ θ+pi/K
θ−pi/K
exp(−λd(ϕ, 0))/Z dϕ = 2pi
KZ
exp(−λ|θ|) + oK→+∞(1/K).
Avec le lemme 30 nous avons
µκ =
2pi
KZ
exp
(
−2λ arcsin
(rκ
2
))
+ oK→+∞(1/K).
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Nous faisons l’hypothe`se supple´mentaire que κ est tre`s petit et ensuite des
approximations successives
µκ =
2pi
KZ
exp
(
−2λ arcsin
(rκ
2
))
+ oK→+∞(1/K), (4.3)
=
2pi
KZ
exp (−λrκ) + oK→+∞(1/K) + oκ→0(κ), (4.4)
=
2pi
KZ
(1− λrκ) + oK→+∞(1/K) + oκ→0(κ), (4.5)
Notre mode´lisation de la probabilite´ de sortie en fonction de la courbure
est alors pour κ assez petit et K assez grand
P ≥ q0
(
2pi
KZ
(1− λrκ)
)L/r
Et en passant au logarithme,
− log10(P ) ≤ −
L
r
log10 (1− λrκ)− log10(q0)−
L
r
log10
(
2pi
KZ
)
.
Avec notre hypothe`se que κ est tre`s petit nous pouvons simplifier cette expres-
sion en
− log10(P ) ≤
Lλ
Ln(10)
κ− log10(q0)−
L
r
log10
(
2pi
KZ
)
. (4.6)
Qui est celle annonce´e dans la proposition 31.
A` partir de la pente segment de droite de la figure 4.5 nous en avons de´duit
une valeur de λ˜ de 4,91 au lieu de la ve´ritable valeur 5.
4.2 Vers la de´tection
Pour passer du calcul de la probabilite´ P(C1, C2) a` la de´tection de constance
de largeur il faut que nous calculions le nombre de fausses alarmesNFA(C1, C2).
Ainsi il nous faudrait prendre chaque paire de courbes (C1, C2), puis calcu-
ler ρ′(C1, C2) et ρ′(C2, C1) et enfin calculer P (C1, ρ′(C1, C2)) et P (C2, ρ′(C2, C1)).
De cette manie`re nous avons a` calculer P (C1, ε) pour autant de ε que de courbes
a` tester. Pour e´viter de faire autant de calculs nous calculons P (C1, ε) a` l’avance
pour plusieurs ε. Nous avons alors pour chaque courbe C des valeurs de P (C, ε)
pour ε valant ε1 a` εN . Ensuite lorsque nous conside´rons un couple (C1, C2), nous
prenons εn tel que
εn = min{εk > max(ρ′(C1, C2), ρ′(C2, C1)}.
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Et comme a priori P (C, ε) est croissant avec ε nous avons les majorations
P (C1, ρ′(C1, C2)) ≤ P (C1, εn), (4.7)
P (C1, ρ′(C2, C1)) ≤ P (C2, εn). (4.8)
Ces majorations nous donnent pour P calcule´ avec εn au lieu du maximum
des ρ′ une sure´valuation du NFA et donc les de´tections ε-significatives avec
cette e´valuation sont aussi ε-significatives pour le “vrai”NFA.
En utilisant un tableau de Nε probabilite´s pour chaque courbe calcule´es
a` partir de Nε e´paisseurs, le nombre de tests effectue´s pour une de´tection est
alors
Ntests = Nε
Nmln(Nmln − 1)
2
,
ou` Nmln est le nombre de morceaux de lignes de niveau que nous utilisons. Par
exemple pour une image dont nous ne gardons qu’une centaine de lignes de
niveau significatives, si nous coupons chacune de ces lignes en dix et que nous
utilisons dix e´paisseurs, nous avons a` peu pre`s Ntests ≈ 107 tests.
Pour tester les re´sultats quantitativement entre diffe´rentes courbes, nous
avons pris en compte les dix courbes de la figure 4.7, nume´rote´es de 0 a` 9. Nous
avons choisi dix e´paisseurs possibles, ε1 a` ε10. Pour chacune des courbes nous
avons calcule´ les probabilite´s de sortie pour ces dix e´paisseurs. Enfin nous avons
pris chaque paire de courbes et nous avons calcule´ max(ρ′(C1, C2), ρ′(C2, C1))
entre les deux courbes de la paire, puis nous avons pris parmi les dix e´pais-
seurs εn la plus petite majorant ce maximum. Dans le tableau 4.2 les deux
premie`res colonnes correspondent a` la paire de courbes conside´re´e, la troi-
sie`me colonne est le maximum des ρ′ pour cette paire et dans la quatrie`me
c’est l’e´paisseur εn retenue. Les deux colonnes suivantes contiennent les pro-
babilite´s de sortie pour cette e´paisseur respectivement pour les courbes de la
premie`re et de la deuxie`me colonne. Enfin la dernie`re colonne pre´sente P(C1, C2)
calcule´e avec l’e´paisseur εn se´lectionne´e de la quatrie`me colonne plutoˆt qu’avec
le maximum des ρ′ de la troisie`me colonne.
Les six valeurs en gras correspondent aux six plus faibles probabilite´s.
Celles-ci correspondent aux paires
(5, 9), (3, 4), (1, 6), (0, 6), (0, 1) et (7, 8)
respectivement. C’est-a`-dire que si l’on met a` part les lignes droites, les trois
bandes blanches les plus re´gulie`res de la figure 1.12(a) sont bien de´tecte´es
comme les moins probables, donc les plus remarquables. De plus en conside´rant
que Ntests est proche de 10
7 comme ce serait approximativement le cas pour
une de´tection dans une image digitale, les courbes avec des probabilite´s P les
plus faibles ont une probabilite´ infe´rieure ou e´gale a` 10−7 et donc ont un NFA
infe´rieur a` 1. Cela signifie que les 6 paires que nous avons “de´tecte´es” sont les
courbes 1-significatives de l’“image”.
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6789543210
Fig. 4.7 – Dix courbes paralle`les. Nous avons utilise´ ces dix courbes pour faire
un pas vers la de´tection. Nous avons calcule´ la probabilite´ de constance de
largeur P pour chaque paire de courbes choisie parmi celles-ci, le re´sultat est
dans le tableau 4.2. Le mode`le utilise´ pour faire ces calculs est le mode`leMr
par estimation.
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Courbe C1 Courbe C2 Max. des ρ′ E´paisseur − log10(P (C1)) − log10(P (C2)) − log10(P(C1, C2))
0 1 3.15798 21.3333 7.59059 7.6183 7.59059
0 2 54.0562 69.5363 3.69107 4.3995 3.69107
0 3 43.8987 53.4686 4.34663 5.06777 4.34663
0 4 37.1318 37.401 5.77424 6.43212 5.77424
0 5 40.3717 53.4686 4.34663 5.60437 4.34663
0 6 2.39507 21.3333 7.59059 7.87542 7.59059
0 7 36.6363 37.401 5.77424 6.64284 5.77424
0 8 40.1641 53.4686 4.34663 5.30385 4.34663
0 9 36.9442 37.401 5.77424 7.03998 5.77424
1 2 53.9923 69.5363 3.70601 4.3995 3.70601
1 3 46.0075 53.4686 4.2691 5.06777 4.2691
1 4 38.238 53.4686 4.2691 5.06398 4.2691
1 5 39.9786 53.4686 4.2691 5.60437 4.2691
1 6 3.01498 21.3333 7.6183 7.87542 7.6183
1 7 37.5608 53.4686 4.2691 5.19984 4.2691
1 8 41.2422 53.4686 4.2691 5.30385 4.2691
1 9 36.346 37.401 5.55673 7.03998 5.55673
2 3 49.6882 53.4686 5.21797 5.06777 5.06777
2 4 41.6684 53.4686 5.21797 5.06398 5.06398
2 5 63.7195 69.5363 4.3995 4.27229 4.27229
2 6 53.9384 69.5363 4.3995 3.87124 3.87124
2 7 73.5804 85.6039 3.82141 3.43119 3.43119
2 8 76.4211 85.6039 3.82141 3.54746 3.54746
2 9 57.3712 69.5363 4.3995 4.41662 4.3995
3 4 19.0164 21.3333 9.43339 9.39912 9.39912
3 5 51.7356 53.4686 5.06777 5.60437 5.06777
3 6 50.869 53.4686 5.06777 4.53611 4.53611
3 7 52.1319 53.4686 5.06777 5.19984 5.06777
3 8 54.6561 69.5363 4.15312 4.30229 4.15312
3 9 46.7997 53.4686 5.06777 5.30751 5.06777
4 5 54.4745 69.5363 4.1641 4.27229 4.1641
4 6 48.4729 53.4686 5.06398 4.53611 4.53611
4 7 58.3294 69.5363 4.1641 4.16564 4.1641
4 8 60.6493 69.5363 4.1641 4.30229 4.1641
4 9 45.0305 53.4686 5.06398 5.30751 5.06398
5 6 55.9485 69.5363 4.27229 3.87124 3.87124
5 7 82.3449 85.6039 3.72212 3.43119 3.43119
5 8 84.2217 85.6039 3.72212 3.54746 3.54746
5 9 15.8669 21.3333 11.0339 11.0629 11.0339
6 7 52.3879 53.4686 4.53611 5.19984 4.53611
6 8 48.5657 53.4686 4.53611 5.30385 4.53611
6 9 45.502 53.4686 4.53611 5.30751 4.53611
7 8 22.4513 37.401 6.64284 6.98918 6.64284
7 9 70.2084 85.6039 3.43119 3.59791 3.43119
8 9 74.939 85.6039 3.54746 3.59791 3.54746
Tab. 4.2 – Premier pas vers la de´tection. Dans ce tableau nous avons conside´re´
toutes les paires possibles de courbes en prenant les courbes de la figure 4.7.
Pour chaque paire, nous avons mis le maximum des ρ′, l’e´paisseur choisie, celle
juste au-dessus parmi les dix e´paisseurs choisies par avance, les probabilite´s
sur chacun des voisinages V (C1, ε) et V (C2, ε) ou` ε est l’e´paisseur choisie. Le
calcul a e´te´ fait par estimation selon le mode`leMr. Enfin la dernie`re colonne
contient la probabilite´ de constance de largeur, le maximum des deux proba-
bilite´s pre´ce´dentes. Nous avons mis en gras les six plus faibles probabilite´s.
Celles-ci correspondent bien aux bandes blanches de la figure 1.12(a).
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Ainsi notre approche pour la de´tection de constance de largeur convient
bien qualitativement. En effet les courbes qui sont relativement aux autres les
plus de´tectables sont bien celles attendues. De plus quantitativement notre
re´sultat nous porte a` penser que cette approche permettra effectivement de
de´tecter automatiquement les constances de largeur en prenant les constances
de largeur 1-significatives.
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De´socclusion
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Chapitre 5
E´tat de l’art
5.1 Introduction
Lorsqu’un objet est devant un autre objet, lors de la projection d’une sce`ne
dans une image, une partie d’un objet au premier plan peut masquer un objet
qui est au second plan. Sur la figure 5.1(a) est repre´sente´e une sce`ne en trois
dimensions contenant une sphe`re et un cube. Sur cette figure nous avons mis
e´galement un œil. Le point de vue de l’œil est repre´sente´ sur la figure 5.1(b).
Avec ce point de vue, le cube se retrouve devant la sphe`re. Si nous voulons
retirer le cube de cette sce`ne en deux dimensions, il va nous falloir reconstruire
la partie de la sphe`re cache´e par le cube.
Un autre exemple d’application est le retrait d’une personne sur une photo-
graphie, ou bien l’effacement d’objets dans une sce`ne pour faire un trucage. Le
proble`me de la restauration de vieilles photographies est similaire. Les meˆmes
techniques sont employe´es pour enlever des rayures sur des photographies. Le
champ d’application pour la de´socclusion d’image est vaste. Le proble`me cen-
tral de la de´socclusion est de remplir un trou dans une image, que ce trou
re´sulte du retrait d’un objet ou d’une e´raflure.
Dans le projet Ariana (http://www-sop.inria.fr/ariana) nous nous in-
te´ressons plus particulie`rement aux images radar RSO (radar a` synthe`se d’ou-
verture) et a` la vision radar interfe´rome´trique. Les images de phase obtenues
en interfe´rome´trie radar contiennent de grandes zones sans aucune information
exploitable. La figure 5.2 montre une telle image. Nous nous sommes donc inte´-
resse´s au proble`me de la de´socclusion pour pouvoir e´ventuellement l’appliquer
a` ces images.
Pour mettre en œuvre un algorithme de de´socclusion nous commenc¸ons par
poser mathe´matiquement le proble`me de la de´socclusion.
Soit D le domaine de l’image I, D est un compact de R2. Nous ne connais-
sons pas l’image sur un trou Ω inclus dans le domaine D (cf. la figure 5.3).
Ainsi, nous voulons de´duire une fonction I : D → R a` partir d’une fonction
I0 : D \Ω→ R. Notre but est de trouver I telle que I = I0 sur D \Ω. La vali-
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(a) Sce`ne en 3D (b) Sce`ne en 2D
Fig. 5.1 – A` gauche nous avons une sce`ne en trois dimensions, a` droite nous
avons la meˆme sce`ne en deux dimensions vue par l’œil de la figure (a). Sur
cette projection en deux dimensions de la sce`ne le cube est devant la sphe`re et
un morceau de la sphe`re est cache´ par le cube. Si nous voulons retirer le cube
de cette image, il faut pouvoir reconstruire la partie cache´e de la sphe`re.
Fig. 5.2 – Cette image repre´sente la diffe´rence entre les phases de deux images
RSO d’une meˆme sce`ne prise sous deux angles diffe´rents. Les informations por-
te´es par cette image correspondent au relief de la sce`ne. C’est effectivement le
relief qui introduit des diffe´rences entre les deux images RSO. Cette diffe´rence
de phase est connue modulo 2pi c’est pourquoi l’image contient des successions
de bandes allant du noir au blanc. En effet le modulo introduit des disconti-
nuite´s la` ou` il n’y en a en fait pas. Ces images de phases contiennent souvent
de grandes zones sans information exploitable, en particulier lorsque la pente
du terrain est e´leve´e. Dans ce cas la pre´cision du signal radar est insuffisante
pour suivre et diffe´rencier les franges interfe´rome´triques.
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D
Ω
Γ
I0 : D \ Ω→ R
I : D → R
I|D\Ω = I0
Fig. 5.3 – Un trou dans une image. L’image I est cense´e eˆtre de´finie sur tout le
domaine D . Le proble`me de la de´socclusion est qu’en fait nous ne connaissons
pas l’image sur tout D. Il y a une zone Ω dans D ou` l’image n’est pas connue,
il y a un trou dans l’image. Ce que nous connaissons est donc une fonction I0
de´finie sur le domaine sans le trou D \ Ω et notre objectif est d’obtenir une
fonction I de´finie sur D en entier et e´gale a` I0 en dehors de Ω. Pour cela nous
allons prolonger I0 au dela` de la frontie`re Γ du trou Ω.
dation d’un re´sultat n’est pas aise´e. Visuellement il ne doit pas eˆtre possible en
voyant le re´sultat I de percevoir ou` se trouvait le trou Ω. Plusieurs approches
sont possibles.
Le cas des films est particulier et mieux pose´. En effet un film est une
se´quence d’images. En plus de l’image ou` se trouve le trou, nous avons acce`s
aux informations contenues dans les images qui pre´ce´dent ou qui suivent. Il
est donc plus facile de reconstituer l’information manquante. Des techniques
de de´socclusion de film sont pre´sente´es dans l’article de Kokaram, Morris et
Fitzgerald [23].
Pour le remplissage d’images fixes, il faut distinguer les zones a` remplir par
de la texture des zones a` remplir sans texture. Pour les zones avec de la texture
il faut savoir faire de la synthe`se de texture dans le trou pour le combler. En
effet le proble`me de la synthe`se de texture est : e´tant donne´ un e´chantillon de
texture comment cre´er une image du meˆme type de texture. Efros et Leung
dans [16] exposent un algorithme pour faire de la synthe`se de texture. Dans
le cas de la de´socclusion ce genre d’approche produit des algorithmes de type
supervise´. Il faut pour chaque trou fournir un e´chantillon de la texture a` utiliser.
Il est toutefois possible de donner comme e´chantillon l’image elle-meˆme mais
ceci a des inconve´nients notamment pour les images de grande taille avec peu
d’e´chantillons correspondants a` la partie a` reconstruire.
Pour le cas des zones sans textures, nous conside´rons une image comme
une application d’un domaine D de R2, le plus souvent un rectangle, a` va-
leurs dans R avec une certaine re´gularite´. C’est le cas que nous traitons. Par
exemple nous pouvons conside´rer que les images sont des fonctions a` variations
borne´es. Dans ce cas le but est proche de l’interpolation de fonction. Il s’agit de
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prolonger l’application a` l’inte´rieur du trou en pre´servant la re´gularite´ de l’ap-
plication. Plusieurs approches existent pour les images sans textures. Certaines
s’appuient sur les lignes de niveau de l’image comme par exemple [27, 4, 2].
Une autre approche est de conside´rer sur les e´quations de Navier-Stokes. C’est
le cas dans [3]. Et il est aussi possible de partir d’algorithmes de de´bruitage,
c’est le cas de Chan et Shen dans [9].
Nous pouvons imaginer se´parer la texture de la structure de l’image. Des
algorithmes de de´composition existent pour cela comme dans [1] ou [38]. Ces
de´compositions sont des imple´mentations nume´riques de la de´composition pro-
pose´e par Meyer dans [29]. Ensuite il est possible d’utiliser une me´thode de
de´socclusion approprie´e pour chaque type d’image (texture et structure). Il ne
reste plus qu’a` les recomposer pour obtenir l’image comple`te. C’est la me´thode
employe´e dans l’article de Bertalmio, Vese, Sapiro et Osher [7].
Nous pre´sentons dans ce chapitre des me´thodes existantes pour la de´soc-
clusion des images sans texture.
5.2 De´socclusion base´e sur les lignes de niveau
La contribution de Masnou et Morel en 1998 dans [27] a pour point de
de´part le livre de Nitzberg, Mumford et Shiota [30] paru en 1993 lie´ au proble`me
de la segmentation d’image. Leur approche est lie´e a` la de´socclusion. En effet
ils reconstruisent les contours des objets pre´sents dans l’image. Cependant
comme certains objets en cachent d’autres, les auteurs font de la de´socclusion
sur ces contours. La segmentation propose´e par Nitzberg, Mumford et Shiota
se de´roule en plusieurs e´tapes. Elle repose sur les jonctions en T . Ils utilisent
les jonctions en T pour de´tecter les endroits ou` un objet est cache´ par un autre
objet. En effet lorsque cela arrive, comme sur la figure 5.4(a) par exemple,
le contour de l’objet partiellement cache´ arrive orthogonalement sur celui de
l’objet qui le cache. Ainsi leurs contours forment une sorte de T . Les jonctions
en T des contours de la figure 5.4(a) sont encercle´s dans la figure 5.4(b). Les
e´tapes de l’algorithme de Nitzberg, Mumford et Shiota sont
1. lissage de l’image par de la diffusion non-line´aire (Perona-Malik),
2. de´tection des bords visibles des objets,
3. fabrication des lignes de contours en reliant les points de bord,
4. de´tection des coins et des jonctions en T ,
5. lissage des lignes de contour,
6. fermeture des contours en reliant les jonctions en T .
Quand ils ont obtenu les jonctions en T ils relient entre elles les lignes de
contour des objets cache´s qui s’arreˆtent sur ces jonctions en T . Ils obtiennent
alors des contours ferme´s pour chaque objet qu’ils souhaitent segmenter. Pour
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(a) Sce`ne en 2D (b) Jonctions en T
Fig. 5.4 – Jonctions en T . Dans la sce`ne en deux dimensions de la figure de
gauche un cube cache en partie une sphe`re. Le contour de la sphe`re s’arreˆte
abruptement sur le contour du cube. Sur la figure de droite ne sont repre´sente´s
que les contours des objets. Les endroits ou` le contour de la sphe`re s’arreˆte
sur celui du cube sont encercle´s. A` ces endroits le contour de la sphe`re arrive
presque orthogonalement sur celui du cube. Ce type de configuration s’appelle
une jonction en T : a` ces endroits les deux contours forment ensemble une sorte
de T .
relier ces jonctions en T ils utilisent des e´lastiques d’Euler. Les e´lastiques d’Eu-
ler sont les courbes reliant deux points en minimisant la longueur et la courbure
avec des tangentes fixe´es a` chaque extre´mite´. Toutes les possibilite´s de liaisons
sont explore´es et celle retenue est celle minimisant la longueur et la courbure
de l’ensemble des courbes.
C’est cette ide´e de reconstruction de contour que Masnou et Morel adaptent
dans [27] pour la de´socclusion d’image. Dans [30] les auteurs referment les
contours des objets et cette ide´e est reprise par les auteurs de [27] reprenne.
Ils utilisent les lignes de niveau de l’image car celles-ci contiennent en fait la
description comple`te de l’image (voir l’e´quation (6.1)). La figure 5.5 montre
comment proce´der pour reconstruire une image avec ses lignes de niveau.
La figure 5.5(a) est l’image originale, un extrait d’une photographie de
paysage prise au Pouldu dans le Finiste`re. Cette image est repre´sente´e avec
ses lignes de niveau dans la figure 5.5(b). Pour retirer la maison pre´sente au
centre de l’image nous plac¸ons un trou au-dessus de celle-ci. Ce trou correspond
au carre´ blanc de la figure 5.5(c). les lignes de niveau de l’image forment
des jonctions en T avec le bord du trou. Dans la figure 5.5(d) nous avons
manuellement reconnecte´ les lignes de niveau qui arrivaient sur la frontie`re du
trou. Sur la figure 5.5(e) nous avons rempli l’espace entre les lignes de niveau
avec le niveau de gris correspondant a` ces lignes. Enfin la figure 5.5(f) montre
le re´sultat de la de´socclusion.
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(a) Image originale (b) Les lignes de niveau
(c) Les lignes avec un trou (d) Reconstruction des
lignes
(e) Continuation des ni-
veaux de gris
(f) Image reconstruite
Fig. 5.5 – De´socclusion manuelle. En haut a` gauche nous avons une image
originale, c’est un extrait d’une photographie prise au Pouldu dans le Finiste`re.
Nous voulons enlever la maison de la photo. En haut a` droite nous avons
superpose´ a` l’image ses lignes de niveau. Au centre a` gauche nous avons place´
un trou, le carre´ blanc, au-dessus de la maison. Nous voulons boucher ce trou
et donc faire de la de´socclusion. Pour cela nous avons continue´ a` la main les
lignes de niveau de l’image. Le re´sultat et au centre a` droite. Une fois les lignes
de niveau comple`tes, nous avons rempli les espaces inter-lignes de niveau avec
les niveaux de gris correspondant aux lignes de niveau. En bas a` gauche nous
avons place´ l’image reconstruite avec ses lignes de niveau et en bas a` droite
l’image seule. La maison a bien e´te´ enleve´e.
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La plupart des lignes de niveau de l’image arrivent comme pour les lignes de
contour sur la frontie`re du trou en formant des jonctions en T . Masnou et Morel
utilisent les meˆmes courbes pour refermer les lignes de niveau que Nitzberg,
Mumford et Shiota utilisent pour refermer les contours. La motivation pour
l’utilisation des lignes de niveau est double. Tout d’abord il s’agit aussi de
reconnecter des jonctions en T et une fois ces connections e´tablies il est facile
de reconstruire l’image. Il suffit pour cela de remplir le trou avec le niveau
de gris ade´quat entre deux lignes de niveau comme nous l’avons fait sur la
figure 5.5. De plus les expe´riences de l’e´cole Gestaltiste de psychophysique (voir
le livre de Kanizsa [22]) montrent que l’œil est peu sensible au changement de
contraste d’une image. Ce qui justifie l’utilisation des lignes de niveau d’une
image qui sont invariantes par changement de contraste (cf. figure 6.1). En
se basant uniquement sur les lignes de niveau de l’image Masnou et Morel
peuvent reconstruire un bord inde´pendamment de son intensite´. Voyons plus
en de´tails comment ils proce`dent.
Si nous conside´rons les images non texture´es, la plupart sont a` variations
borne´es. L’espace des fonctions a` variations borne´es (note´ BV ) est donc sou-
vent l’espace utilise´ en traitement d’image. L’image I a` reconstruire est cher-
che´e dans cet espace des fonctions a` variations borne´es, BV (D), dont nous
rappelons la de´finition : soit∫
D
‖∇I‖ = sup{
∫
D
Idiv(ϕ), avec ϕ ∈ C∞(D), ‖ϕ‖∞ ≤ 1}, (5.1)
alors BV (D) est de´fini par
BV (D) = {I ∈ L1(D);
∫
D
‖∇I‖ <∞}, (5.2)∫
D ‖∇I‖ est appele´ la variation totale de I. Il s’agit en fait de la mesure totale
de D avec comme mesure le gradient de I, ‖∇I‖(D). Si une fonction indicatrice
d’un ensemble E est a` variation borne´e alors dans ce cas on dit que l’ensemble
est de pe´rime`tre fini et on note P (E) =
∫
D ‖∇1IE‖, le pe´rime`tre de E. Celui-
ci correspond au pe´rime`tre usuel lorsqu’il peut eˆtre de´fini. Les fonctions a`
variations borne´es ve´rifient la formule de la co-aire∫
D
‖∇I‖ =
∫
R
P (χλI) dλ
ou` χλ(I) = {x ∈ D tels que I(x) ≥ λ} sont les ensembles de niveau supe´rieur
de l’image I. Comme les lignes de niveau d’une image sont les frontie`res des
ensembles de niveau, minimiser
∫
D ‖∇I‖ e´quivaut a` minimiser la longueur des
lignes de niveau de l’image. C’est pour cette raison que Masnou et Morel
proposent de minimiser ∫
Ω
‖∇I‖(1 + curv(I)) dx,
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ou`
curv(I) = div(∇I/‖∇I‖)
de´signe la courbure des lignes de niveau de I. Il minimisent ainsi la longueur
et la courbure des lignes de niveau de l’image I.
Les lignes de niveau ont une proprie´te´ remarquable, elles ne s’intersectent
pas. Cette proprie´te´ permet aux auteurs d’utiliser la technique de programma-
tion dynamique et ainsi de diminuer le temps de calcul. Il s’agit de minimiser
des couˆts sur des chemins. Si on note (Li)i les lignes de niveau arrivant a` la
frontie`re du trou alors on note Li,j la ligne de niveau joignant la ligne Li a` la
ligne Lj. Toutes les connections ne sont pas permises. La fonction de couˆt pour
des connections admissibles est
C =
∑∫
Li,j
(1 + |σ(s)|) ds
ou`
∫
Li,j
|σ(s)| ds est la variation totale de l’orientation de la tangente le long
de Li,j, ce qui correspond a` la mesure de la courbure. Il faut donc calculer
les chemins Li,j et leurs couˆts. Pour cela les auteurs utilisent l’algorithme a`
barrie`re de Heshberger et Snoeyink [21].
L’algorithme de Masnou et Morel est scinde´ en deux parties. Premie`rement
ils comple`tent les lignes de niveau. Pour cela ils utilisent la programmation
dynamique et l’algorithme de Heshberger et Snoeyink pour calculer les ge´ode´-
siques reconnectant les lignes de niveau en minimisant leurs longueurs. Ensuite
ils utilisent les lignes de niveau comme frontie`re des ensembles de niveau pour
remplir l’espace entre les lignes de niveau avec le bon niveau de gris, celui du
bord du trou.
Cette me´thode permet d’avoir une reconstruction qui est inde´pendante des
changements de contraste. De plus les auteurs respectent la re`gle de bonne
continuation e´nonce´e par l’e´cole Gestaltiste de psychophysique. Par contre les
lignes de niveau reconstruites sont presque rectilignes. En effet la principale
minimisation est faite sur la longueur des lignes de niveau et non sur leur
courbure.∫
Ω
‖∇I‖(1 + curv(I)) dx =
∫
Ω
‖∇I‖ dx+
∫
Ω
‖∇I‖curv(I) dx.
En diminuant la longueur, les deux termes diminuent, par contre diminuer la
courbure ne diminue que le second terme. De meˆme les angles des lignes de
niveau a` la frontie`re du trou ne sont ge´ne´ralement pas respecte´s. Ceci peut
conduire a` une reconstruction d’un objet qui ne sera pas conforme a` ce que
notre cerveau fait en pratique. En effet dans le cas ou` une partie d’un disque
est cache´e par un objet, notre œil aura plutoˆt tendance a` voir le disque, ceci
est illustre´ dans la figure 5.6. Une autre limitation est que cet algorithme ne
fonctionne que pour des trous dont la topologie est assez simple. Ainsi il ne
doit pas y avoir de trou dans la partie a` reconstruire (il ne doit pas y avoir de
trou dans le trou !).
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(a) Disque avec un
trou
(b) Reconstruc-
tion du disque
(c) Une autre re-
construction
Fig. 5.6 – Un disque et deux reconstructions possibles.
5.3 Me´thode inspire´e de la restauration de pein-
ture
La connaissance des lignes de niveau permet de reconstruire l’image et e´vi-
demment reconstruire l’image permet de connaˆıtre les lignes de niveau. Mas-
nou et Morel dans [27] se´parent les deux aspects, ils reconstruisent les lignes
de niveau puis ils reconstruisent l’image a` partir des lignes de niveau. Dans
l’article [4] pre´sente´ par Bertalmio, Sapiro, Caselles et Ballester en 2000 les
auteurs proposent un algorithme ite´ratif qui effectue les deux aspects en paral-
le`le. Ils s’appuient sur les lignes de niveau pour modifier l’image. Ceci modifie
les lignes de niveau, et ils recommencent a` modifier l’image en s’appuyant sur
les nouvelles lignes de niveau et ainsi de suite.
Pour trouver un moyen de simultane´ment changer l’image et ses lignes de
niveau Bertalmio et al. ont e´tudie´ le travail des conservateurs de l’institut des
Arts de Minneapolis. Depuis tre`s longtemps les artistes font de la de´socclusion
en restaurant les œuvres d’art. Les auteurs de [4] ont donc cherche´ a` connaˆıtre
la fac¸on de faire de ces restaurateurs. Chaque restauration est unique mais
il s’en de´gage un sche´ma ge´ne´ral. Tout d’abord les restaurateurs utilisent la
re´gion autour de la partie a` restaurer. Ils comple`tent la structure dans la re´gion
a` partir de cette information. Ils remplissent ensuite les re´gions avec les bonnes
couleurs par rapport a` la frontie`re de la re´gion. Enfin ils rajoutent les de´tails,
ce qui peut eˆtre assimile´ a` la texture.
Cette technique a inspire´ les auteurs de [4] pour construire un algorithme
de de´socclusion. L’ide´e est de prolonger les lignes qui arrivent au bord du
trou. Pour prolonger les lignes qui arrivent a` la frontie`re Γ du trou les auteurs
propagent une information dans une direction. La direction de propagation
choisie est celle des lignes de niveau de l’image. L’information qu’ils choisissent
de propager est le laplacien de l’image. Le laplacien contient de l’information
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concernant la re´gularite´ de l’image. Les auteurs mode´lisent la propagation du
laplacien dans la direction des lignes de niveau en re´solvant l’e´quation aux
de´rive´es partielles
It = ∇(∆I) · ∇I⊥ (5.3)
La notation ∇I⊥ correspond au vecteur ∇I qui a subi une rotation de pi/2
radians. Pour ame´liorer la stabilite´ de leur algorithme nume´rique ils ne nor-
malisent pas le gradient orthogonal. A` l’e´tat initial l’image dans le trou a une
valeur constante.
La discre´tisation en temps est de´centre´e avant
In+1i,j = I
n
i,j +∆tI
′n
i,j (5.4)
ou` I ′ni,j est la discre´tisation de ∇(∆I) · ∇I⊥. Pour la discre´tisation du laplacien
et du gradient le sche´ma utilise´ est le sche´ma centre´ classique. Les auteurs cal-
culent en fait
(
∇(∆I) · ∇I⊥‖∇I⊥‖
)
‖∇I‖. Ce qui leur permet d’utiliser des sche´mas
de´centre´s pour le calcul de ‖∇I‖ en fonction du signe de ∇(∆I) · ∇I⊥‖∇I⊥‖ . Pour
ne pas prolonger les lignes de niveau qu’en ligne droite et leur permettre de
s’incurver ils alternent leur sche´ma avec une diffusion anisotrope qui de´pend
de la courbure. L’e´quation qu’ils utilisent est
It = curv(I)‖∇I‖.
Ils utilisent la premie`re e´quation pour faire e´voluer I sur quelques ite´rations,
puis ils font quelques ite´rations de la deuxie`me et ainsi de suite.
Il est possible d’appliquer ce sche´ma aux images multi-canaux, par exemple
les images couleurs en l’appliquant canal par canal. Dans le cas des images cou-
leurs, pour e´viter l’apparition de couleurs parasites il est pre´fe´rable d’utiliser
le mode`le HSV plutoˆt que les canaux rouge, vert et bleu.
5.4 Interpolation conjointe d’un champ de vec-
teurs et des niveaux de gris
Les auteurs de [4] re´solvent le proble`me de la de´socclusion graˆce a` l’e´quation
aux de´rive´es partielles (5.3) qui est d’ordre 3. Ils sugge`rent alors pour diminuer
l’ordre de de´coupler le proble`me de la de´socclusion en re´solvant deux e´quations
d’ordre deux : une e´quation pour les directions des lignes de niveau et l’autre
pour les niveaux de gris de l’image. Cette ide´e est exploite´e par les auteurs
de [2].
Dans [2] Ballester, Bertalmio, Caselles, Sapiro et Verdera e´tudient donc
de fac¸on de´couple´e la direction des lignes de niveau et les niveaux de gris
de l’image. Dans ce but, a` la fonction I, l’image en niveau de gris, est asso-
cie´e une fonction θ : D → R2 qui correspond a` la direction du gradient de
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l’image. Le champ d’orientation θ est relie´ a` l’image par les contraintes sui-
vantes, θ · ∇I = ‖∇I‖ et ‖θ‖ ≤ 1. Ainsi, lorsque ‖∇I‖ 6= 0, θ = ∇I/‖∇I‖.
Les auteurs proposent de minimiser une e´nergie, compose´e d’un terme de re´gu-
larisation des lignes de niveau et d’un terme de pe´nalisation pour la contrainte
θ · ∇I = ‖∇I‖∫
D
‖div(θ)‖p(a+ b‖∇k ∗ I‖) dx+ α
∫
D
(‖∇I‖ − θ · ∇I) dx,
ou` k est un noyau re´gularisant.
Comme θ correspond a` ∇I/‖∇I‖ le terme div(θ) correspond a`
div(∇I/‖∇I‖) = curv(I),
ou` curv(I) est la courbure des lignes de niveau. Comme k est un noyau re´-
gularisant, le terme ‖∇k ∗ I‖ = ‖∇(k ∗ I)‖ est donc la norme du gradient
re´gularise´ de l’image I. Le premier terme peut eˆtre formellement de´crit comme∫
D ‖curv(I)‖p(a + b‖∇I‖) dx et peut eˆtre compare´ a` l’e´nergie minimise´e par
Masnou et Morel
∫
D ‖∇I‖(1 + ‖curv(I)‖). Dans les deux cas interviennent la
longueur et la courbure des lignes de niveau. La diffe´rence est que les auteurs
de [2] minimisent prioritairement la courbure des lignes de niveau et ensuite
la longueur alors que Masnou et Morel dans [27] minimisent prioritairement la
longueur des lignes de niveau comme nous l’avons de´ja` remarque´.
La minimisation de l’e´nergie est effectue´e graˆce a` un algorithme de descente
de gradient de plus grande pente. L’introduction du noyau re´gularisant est
ne´cessaire pour que le proble`me de minimisation ait une solution mais les
auteurs utilisent un noyau gaussien avec une faible variance d’un ou deux
pixels. L’image I est de´coupe´e en ensembles de niveau. Une application directe
de leur algorithme sur l’image I aurait pour effet que la reconstruction d’un
bord de´pendrait de son intensite´. L’algorithme ne serait alors pas invariant par
changement de contraste. L’algorithme est applique´ a` chacun des ensembles de
niveau avant de reformer l’image finale.
5.5 Diffusion dirige´e par courbure
La me´thode expose´e par Chan et Shen dans [8] a pour origine les me´thodes
de restauration d’image et en particulier le mode`le de Rudin, Osher et Fatemi
base´ sur la variation totale d’une fonction. Chan et Shen appellent leur me´thode
le TV-inpainting (TV : total variation, variation totale en anglais). La variation
totale d’une fonction correspond dans le cas d’une fonction C1 a` l’inte´grale∫
D
‖∇I‖dx
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L’e´quation d’Euler-Lagrange associe´e a` la minimisation de ce terme est for-
mellement
div
( ∇I
‖∇I‖
)
(= curv(I)) = 0.
La de´socclusion par TV-inpaiting est effectue´e par la re´solution d’une e´quation
aux de´rive´es partielles d’ordre deux.
It =
{
curv(I) + λ(I − I0) dans D \ Ω
curv(I) dans Ω
Cet algorithme permet de faire la de´socclusion dans Ω tout en restaurant
l’image sur D \ Ω. L’inconve´nient de cette me´thode est qu’elle ne permet pas
de reconnecter certains objets que l’œil humain reconnecte. Dans la figure 5.7
si le trou est plus haut que large l’algorithme de TV-inpainting ne reconstruit
pas la barre, le re´sultat est l’image a` droite. Tandis que l’œil humain recons-
titue la barre et imagine plutoˆt la reconstruction de l’image au centre. Cette
remarque conduit Chan et Shen a` changer le terme de diffusion. L’e´quation
qu’ils proposent est alors
It =
{
curv(I) + λ(I − I0) dans D \ Ω
div
(
g(‖curv(I)‖) ∇I‖∇I‖
)
dans Ω
ou` g est telle que g(0) = 0, lims→∞ g(s) =∞ et pour s ∈]0,∞[, g(s) ∈]0,∞[,
par exemple g(s) = sp avec p ≥ 1. Ils appellent cet algorithme diffusion dirige´e
par courbure (en anglais curvature driven diffusions : CDD).
Le sche´ma de´centre´ avant est utilise´ pour la discre´tisation en temps,
In+1i,j = I
n
i,j +∆tI
′n
i,j.
Pour le terme de divergence, un sche´ma centre´ classique au demi-pixel est mis
en œuvre. Pour le calcul de div(J) avec J = (J1, J2) cela donne
J1
i+ 1
2
,j
− J1
i− 1
2
,j
∆x
+
J2
i,j+ 1
2
− J2
i,j− 1
2
∆y
.
L’initialisation choisie est de remplir le trou avec des valeurs ale´atoires. Ensuite
ils appliquent la me´thode de TV-inpainting. Celle-ci est plus rapide que leur
algorithme CDD. Ils utilisent le re´sultat du TV-inpainting comme point de
de´part pour leur algorithme CDD.
5.6 Me´thode inspire´e de la dynamique des fluides
L’article [3] a pour point de de´part l’e´quation de [4]
It = ∇(∆I) · ∇I⊥
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(a) Une barre verti-
cale avec un trou
(b) Une reconstruc-
tion de la barre
(c) Une autre recons-
truction
Fig. 5.7 – A` gauche, une image avec un trou. Au milieu et a` droite, deux
reconstructions possibles.
Comme dans [4] cette e´quation est couple´e avec de la diffusion anisotrope. Le
mode`le peut eˆtre sche´matise´ par l’e´quation
It = ∇(∆I) · ∇I⊥ + νdiv(g(‖∇I‖)∇I).
Le travail effectue´ dans [3] est base´ sur la remarque d’une similarite´ avec une
e´quation de Navier-Stokes
ωt + v · ∇ω = ν∆ω
ou` ω est la vorticite´ d’une fonction de flux ψ (ω = ∆ψ) et v = ∇ψ⊥ est la
vitesse du fluide.
En mettant en correspondance ψ et I, v et ∇I⊥ et enfin ω et w = −∆I ils
proposent les e´quations
wt +∇I⊥ · ∇w = νdiv(g(‖∇w‖)∇w), (5.5)
∆I = −w, IΓ = I0. (5.6)
Pour la re´solution de ce syste`me la contrainte ∆I = −w pose proble`me, la
re´solution directe est trop lente. Pour re´soudre cette e´quation en pratique, elle
est remplace´e par l’e´quation suivante
It = α (∆I + w) .
Mais cette ope´ration introduit du flou au niveau des bords de l’image. Pour
compenser ce de´faut cette e´quation est alterne´e avec de la diffusion anisotrope.
Le sche´ma en temps est une diffe´rence finie de´centre´e avant. Les termes de
divergence sont discre´tise´s par des sche´mas centre´s classiques. Enfin pour les
termes de transport des sche´mas min-mod sont utilise´s.
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5.7 Conclusion
Plusieurs me´thodes utilisent les lignes de niveau de l’image. La me´thode
de Masnou et Morel n’utilise que les lignes de niveau. Ce sont les lignes de
niveau qui sont comple´te´es avant de reconstruire l’image. Dans la me´thode
expose´e par Bertalmio, Sapiro, Ballester et Caselles dans [4] seule l’orientation
des lignes de niveau est utilise´e. Cette ide´e est reprise dans [2] ou` les auteurs
traitent se´pare´ment l’orientation des lignes de niveau et les niveaux de l’image.
Dans l’algorithme que nous allons pre´senter dans le chapitre suivant nous
se´parons aussi l’orientation des lignes de niveau de l’image et les niveaux de
l’image. Cependant nous voulons prendre en compte l’incertitude sur l’orien-
tation des lignes de niveau. En effet nous pouvons connaˆıtre cette incertitude
pour ensuite prendre en compte ou non cette information lors de la reconstruc-
tion.
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Pre´sentation de notre mode`le
Le mode`le que nous pre´sentons pour la de´socclusion reprend l’ide´e ge´ne´rale
des autres algorithmes de de´socclusion qui est de continuer les lignes de niveau
de l’image en partant du bord de l’image. Notre mode`le reprend aussi l’ide´e de
se´parer la continuation des lignes de niveau de l’image et la continuation du ni-
veau de gris de l’image. Cependant nous prenons en compte dans notre mode`le
l’impre´cision de l’orientation que nous reconstruisons pour les lignes de niveau.
Ceci nous conduit, au lieu de conside´rer une deuxie`me fonction correspondant
a` l’orientation des lignes de niveau, a` conside´rer une deuxie`me fonction corres-
pondant aux diffe´rentes orientations possibles avec leurs probabilite´s.
6.1 Principe de l’algorithme
Nous notons I l’image que nous voulons reconstruire. Comme dans les
approches de Masnou et Morel [27] et de Bertalmio, Sapiro, Ballester et Ca-
selles [4] notre mode`le est base´ sur l’utilisation des lignes de niveau. Les lignes
de niveau d’une image sont de´finies a` partir des ensembles de niveau de cette
image. Les ensembles de niveau sont de deux types, les ensembles de niveau
supe´rieurs
χλI = {x|I(x) ≥ λ},
et les ensembles de niveau infe´rieurs
χ−λ I = {x|I(x) ≤ λ}.
Nous pouvons utiliser indiffe´remment les ensembles de niveau supe´rieurs
ou infe´rieurs. Nous choisissons de travailler a` partir des ensembles de niveau
supe´rieurs. La famille des ensembles de niveau d’une image posse`de plusieurs
caracte´ristiques. Une proprie´te´ fondamentale est qu’il est possible de recons-
truire l’image a` partir de cette famille graˆce a` la formule
I(x) = sup{λ |x ∈ χλI}. (6.1)
121
CHAPITRE 6. PRE´SENTATION DE NOTRE MODE`LE
Les lignes de niveau de l’image sont les frontie`res des ensembles de niveau.
Les images du bas de la figure 6.1 correspondent aux lignes de niveau des deux
images du haut. Toutes les lignes de niveau ne sont pas repre´sente´es. Seul 1
niveau sur 50 est repre´sente´.
Une autre caracte´ristique des ensembles de niveau est l’invariance par chan-
gement de contraste. Changer le contraste d’une image revient a` la com-
poser avec une fonction strictement croissante. Si g est une telle fonction,
alors J = g ◦ I posse`de les meˆmes ensembles de niveau que I. En normalisant
les valeurs prises par une image entre 0 et 1, il faut aussi imposer que g(0) = 0
et g(1) = 1.
L’image en haut a` droite de la figure 6.1 correspond a` l’image en haut a`
gauche avec comme changement de contraste la fonction g(x) = x3. A` chaque
ensemble de niveau de l’image de gauche correspond un ensemble de niveau de
l’image de droite et vice-versa. Les images du bas montrent une ligne de niveau
sur 50 de chacune des images. Meˆme si ce ne sont pas des lignes d’ensembles
qui se correspondent, les similitudes sont grandes.
Dans [27] les auteurs reconstruisent les lignes de niveau pour ensuite rem-
plir les niveaux correspondants. La figure 5.5 illustre ce type de me´thode en le
faisant a` la main. L’ide´e sous-jacente dans [4] est la meˆme. Cependant au lieu
de reconstruire les lignes, puis de remplir le trou, les deux se font simultane´-
ment. Le proble`me est que les lignes de niveau dans le trou sont inconnues. Il
s’agit donc de reconstruire ces lignes de niveau et en meˆme temps de propager
l’information voulue. Notre algorithme est lui aussi de ce type.
Dans notre me´thode nous reconstruisons les lignes de niveau en meˆme
temps que nous reconstruisons l’image. Les deux reconstructions (lignes et
niveaux) sont lie´es de la manie`re suivante. D’une part l’image de´finit les lignes
de niveau et d’autre part les lignes (ensembles) de niveau permettent de re-
construire l’image.
6.1.1 Orientation des lignes de niveau
Soit C une ligne de niveau pour la valeur λ de l’image I. Nous savons que
le long de la courbe C l’image I prend toujours la valeur λ.
∀x ∈ C I(x) = λ.
Soit t 7→ x(t) une parame´trisation normale de C au voisinage d’un point x0.
Alors pour tout t, I(x(t)) = λ et en de´rivant cette e´galite´ en x0 nous obtenons
~τ · ∇I = 0
ou` ~τ est le vecteur tangent a` C en x0. Le vecteur ~τ repre´sente l’orientation de
la courbe de niveau C et le gradient de l’image est orthogonal a` la ligne de
niveau. Cela nous donne l’orientation des lignes de niveau modulo pi.
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(a) Image originale (b) Image avec changement de
contraste
(c) Lignes de niveau avant
changement de contraste
(d) Lignes de niveau apre`s
changement de contraste
Fig. 6.1 – Lignes de niveau et changement de contraste. En haut se trouvent
deux images. A` gauche l’image originale, une photographie prise a` Barcelone
et a` droite la meˆme image apre`s un changement de contraste. Le changement
de contraste utilise´ est x 7→ x3. En dessous de chacune de ces images sont
affiche´es leurs lignes de niveau (une sur cinquante en fait). A` chaque ligne de
niveau d’une des images correspond une ligne de niveau de l’autre image. En
effet meˆme si les lignes de niveau repre´sente´es sur les figures du bas ne sont
pas force´ment des lignes de niveau qui se correspondent, la similitude entre les
lignes de niveau est grande.
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∇I
∇I⊥
~τ
I = cst.+
pi
2
Fig. 6.2 – Orientation d’une ligne de niveau. Sur cette image la ligne entre les
deux niveaux de gris repre´sente une ligne de niveau de l’image. Le gradient de
l’image le long de cette ligne de niveau est orthogonal a` la ligne. Nous prenons
comme vecteur tangent a` la courbe le gradient de l’image apre`s une rotation
de pi/2 radians.
Par convention nous prenons pour orienter les lignes de niveau l’orientation
du gradient de l’image plus pi/2 radians. L’orientation des lignes de niveau est
donc e´gale a` celle du gradient plus pi/2 radians (cf. figure 6.2).
6.2 Incertitude sur l’orientation d’un vecteur
Pour connaˆıtre l’orientation des lignes de niveau nous devons calculer l’orien-
tation du gradient de l’image. Dans le cas ou` le gradient n’est pas nul cette
orientation est fournie par le vecteur unitaire ∇I/‖∇I‖. Dans le cas contraire,
si le gradient est nul, il n’y a pas d’orientation car il n’y a pas de lignes de
niveau en ce point.
Nous supposons de´sormais que le gradient n’est pas nul. L’orientation des
lignes de niveau est donc donne´e par ∇I/‖∇I‖ (+pi/2). Ce calcul n’est subor-
donne´ qu’au calcul du gradient de l’image ∇I. Cependant il est bien connu
dans le cadre de l’analyse d’image qu’il n’est pas possible de connaˆıtre exacte-
ment ∇I. En effet nous ne connaissons de´ja` pas I. Nous connaissons seulement
les valeurs de I sur un re´seau du domaine D. Nous devons donc nous contenter
d’une approximation. Nous avons choisi d’utiliser un sche´ma aux diffe´rences
finies. Tout autre sche´ma ne donnera lui aussi qu’une approximation. Ainsi il y
aura toujours une erreur par rapport a` la valeur exacte du gradient de l’image.
Formulons plus pre´cise´ment cette incertitude.
Proposition 32 :
Soient ~U et ~V deux vecteurs non nuls tels que
~V = ~U + ~ε,
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alors ∥∥∥∥∥ ~V‖~V ‖ − ~U‖~U‖
∥∥∥∥∥ ≤ e‖~U‖ + o(e),
ou` e est la norme de ~ε.
Le vecteur ~V correspond au re´sultat de calcul de ∇I par un sche´ma aux
diffe´rences finies ou autre. C’est une approximation du vecteur inconnu ~U . Et ~ε
est l’erreur commise lors du calcul de ~U .
Preuve : Nous commenc¸ons par calculer la norme de ~V
‖~V ‖ = ‖~U + ~ε‖ (6.2)
=
√〈
~U + ~ε, ~U + ~ε
〉
(6.3)
=
(
‖~U‖2 + 2
〈
~U, ~ε
〉
+ o(e)
)1/2
(6.4)
= ‖~U‖
(
1 +
2
‖~U‖
〈
~U
‖~U‖ , ~ε
〉
+ o(e)
)1/2
(6.5)
= ‖~U‖
(
1 +
1
‖~U‖
〈
~U
‖~U‖ , ~ε
〉
+ o(e)
)
(6.6)
Et donc
~V
‖~V ‖ =
(~U + ~ε)
‖~U‖
(
1 +
1
‖~U‖
〈
~U
‖~U‖ , ~ε
〉
+ o(e)
)−1
(6.7)
=
(~U + ~ε)
‖~U‖
(
1− 1‖~U‖
〈
~U
‖~U‖ , ~ε
〉
+ o(e)
)
(6.8)
=
~U
‖~U‖ +
1
‖~U‖
(
~ε−
〈
~U
‖~U‖ , ~ε
〉
~U
‖~U‖
)
+ o(e) (6.9)
Or le couple
(
~U/‖~U‖, ~U⊥/‖~U‖
)
forme une base orthonorme´e de R2 et la for-
mule que nous venons d’obtenir peut donc s’e´crire
~V
‖~V ‖ =
~U
‖~U‖ +
1
‖~U‖pi~U⊥(~ε) + o(‖~ε‖). (6.10)
Ici,
pi~U⊥(~ε) = ~ε−
〈
~U
‖~U‖ , ~ε
〉
~U
‖~U‖ ,
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est la projection orthogonale du vecteur ~ε sur la droite orthogonale a` ~U . C’est
un ope´rateur line´aire de norme 1. Ce qui nous donne le re´sultat de la proposi-
tion 32.
Un corollaire imme´diat de la proposition 32 est∥∥∥∥∥ ~V‖~V ‖ − ~U‖~U‖
∥∥∥∥∥ ≤ e‖~V ‖ + o(e). (6.11)
Ceci nous permet de majorer l’erreur en ne connaissant que ‖~V ‖. En effet nous
ne connaissons pas ~U . Pour re´sumer, la pre´cision obtenue sur l’orientation d’un
vecteur est inversement proportionnelle a` la norme du vecteur.
6.3 Champ de probabilite´ associe´
Nous nous plac¸ons en un point de l’image. Par ce point passe une ligne de
niveau. Nous avons une orientation θc en ce point. L’orientation θc appartient
au cercle unite´ S1 = R/2piZ et est calcule´e avec une pre´cision eθ (cf. (6.11).
L’orientation re´elle de la ligne de niveau n’est pas force´ment θc mais une autre
orientation θr proche (‖θr − θc‖ ≤ eθ).
Nous devons mode´liser mathe´matiquement cette situation afin de l’utiliser
dans un algorithme nume´rique. Pour cela nous disons que l’orientation θr a
une certaine probabilite´ d’eˆtre re´partie autour de θc. Nous supposons que la
moyenne de cette probabilite´ est l’orientation calcule´e et son e´cart-type la
pre´cision eθ du calcul.
Au lieu de conside´rer une orientation nous conside´rons une probabilite´
d’orientation en tout point de l’image. Ainsi au lieu d’avoir un champ d’orien-
tation nous avons un champ de probabilite´s.
De´finition 33 :
Un champ de probabilite´ P d’orientation sur le domaine D de R2 est une
fonction
P : D → F(S1,R) (6.12)
x 7→ (θ 7→ P (x, θ))
qui associe a` tout point de D une probabilite´ sur S1.
L’ensemble F(S1,R) est l’ensemble des fonctions de S1 dans R. Nous de-
vons imposer quelques contraintes a` P .
• Comme θ 7→ P (x, θ) est une probabilite´, nous voulons que pour tout
x ∈ D ∫
S1
P (x, θ) dθ = 1. (6.13)
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• Nous voulons e´galement imposer une valeur moyenne pour P .
Soit ~u(θ) = (cos(θ), sin(θ)) le vecteur unitaire d’orientation θ. Si nous
posons ~uP (x) =
∫
S1 ~u(θ)P (x, θ) dθ alors ~uP n’est pas ne´cessairement un
vecteur unitaire et si ~uP = 0 alors la probabilite´ n’est pas inte´grable. Si
~uP 6= 0 nous de´finissons la moyenne de P en x par l’orientation de ~uP (x).
Si θP est cette moyenne alors nous avons ~uP (x) = ‖~uP (x)‖~u(θP (x)).
Nous imposons comme valeur moyenne l’orientation calcule´e avec le gra-
dient (θr) i.e.
~u(θP ) =
∇I⊥
‖∇I‖ (6.14)
• Ensuite il faut aussi imposer un e´cart-type pour ces probabilite´s.
Nous calculons l’e´cart-type de la manie`re suivante
σ2P =
∫
S1
dist2(θ, θP (x))P (x, θ) dθ.
La distance dist est la distance sur le cercle unite´ S1, elle est donc majore´e
par pi radians. Si l’e´cart-type de l’erreur sur le gradient est σ alors nous
imposons σP d’apre`s (6.11)
σP =
σ
‖∇I‖ . (6.15)
Sous ces hypothe`ses le champ de probabilite´s est compatible avec l’image I.
De´finition 34 :
Un champ de probabilite´s sur le domaine D est I-compatible ou` I est une
fonction C1 sur D si
1. la moyenne θP de P est de´finie si et seulement si ∇I est non nul et dans
ce cas
~u(θP ) =
∇I⊥
‖∇I‖ ,
2. l’e´cart-type σP ve´rifie en ces points
σP =
σ
‖∇I‖ .
Pour eˆtre un champ de probabilite´ I-compatible une fonction P est donc
soumise a` trois contraintes. La premie`re signifie que {θ 7→ P (x, θ)} est une
famille de probabilite´s. La deuxie`me contrainte porte sur leurs moyennes, celles-
ci doivent eˆtre relie´es a` l’orientation du gradient de l’image. Et enfin la troisie`me
contrainte impose´e aux probabilite´s est leurs e´carts-types qui doivent eˆtre relie´s
a` la norme du gradient de l’image.
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Le moyen le plus simple d’avoir une probabilite´ avec une moyenne et un
e´cart-type fixe´s est de prendre une loi normale. Nous allons donc prendre ini-
tialement si ∇I 6= 0
P (x, θ) =
1
Z exp(−dist
2(θ, θI + pi/2)‖∇I‖2/σ2) (6.16)
ou` σ est l’e´cart-type de l’erreur sur le gradient, θI est l’orientation du gradient
et Z une constante de normalisation. Nous notons dans ce cas
P (x, .) ∼ N (θI + pi/2, σ/‖∇I‖) .
Si ∇I = 0 alors nous choisissons
P (x, θ) =
1
2pi
, (6.17)
que nous notons
P (x, .) ∼ U .
Ce qui correspond a` la limite de la loi pre´ce´dente lorsque le gradient tend
vers 0. Par contre nous n’imposons pas par la suite que les distributions de
probabilite´ restent des lois normales ou uniformes.
Sur la figure 6.3, en haut a` gauche se trouve un extrait d’une image natu-
relle. Pour faire de la de´socclusion nous utilisons le gradient de l’image. Celui-ci
est superpose´ a` l’image sur l’image en haut a` gauche. A` partir du gradient de
l’image nous calculons son orientation et sa norme. L’image du bas de la figure
montre l’image de la norme du gradient et superpose´s les vecteurs unitaires
repre´sentant l’orientation du gradient. La figure 6.4 montre deux distributions
de probabilite´ calcule´es a` partir de l’image naturelle pour l’initialisation.
6.4 De´socclusion du champ de probabilite´
Nous disposons maintenant d’un champ de probabilite´ d’orientation pour
les lignes de niveau de l’image. Nous souhaitons propager de l’information a`
l’inte´rieur du trou Ω depuis l’exte´rieur D\Ω en suivant les lignes de niveau de
l’image. De´sormais nous n’avons plus d’orientation pour les lignes de niveau
mais une probabilite´ d’orientation.
Transport. L’ide´e est de ne pas propager l’information dans une direction
mais dans toutes les directions selon leurs probabilite´s. L’e´quation de transport
classique pour transporter une information L : D → R est
~τ · ∇L = 0
ou` ~τ est l’orientation le long de laquelle nous voulons propager l’information L.
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(a) Image originale (b) Gradient
(c) Orientation et norme
Fig. 6.3 – Gradient d’une image. En haut a` gauche un extrait d’une image en
niveau de gris, a` sa droite le gradient de l’image. A` chaque pixel de l’image
est associe´ un vecteur gradient dans cette image ces vecteurs sont superpose´s
a` l’image originale. En bas l’image de fond est l’image de la norme du gradient
et au dessus sont repre´sente´s des vecteurs unitaires dont l’orientation est celle
du gradient. Le meˆme type d’information est fourni par cette image que par
celle du champ de vecteurs du gradient de l’image en haut a` droite. Avec des
vecteurs unitaire le champ d’orientation est plus visible que lorsque les vecteurs
se croisent et se chevauchent.
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−3 −2 −1 0 1 2 3
0
0.1
0.2
0.3
(a) Une probabilite´ initiale
−3 −2 −1 0 1 2 3
0.12
0.14
0.16
0.18
(b) Une autre probabilite´ initiale
Fig. 6.4 – Deux exemples de distributions de probabilite´ calcule´es sur l’image
naturelle de la figure 6.3.
Nous choisissons ~τ = P (x, θ)~u(θ) car nous propageons l’information dans
toutes les directions selon leurs probabilite´s. L’information que nous souhaitons
propager est la loi de probabilite´ P (x, θ). Ce choix est naturel car c’est le champ
de probabilite´ lui-meˆme que nous souhaitons comple´ter. Nous avons donc a`
re´soudre
P (x, θ)~u(θ) · ∇xP = 0,
Le symbole ∇x ne concerne que les de´rive´es spatiales,
∇xP = (∂x1P, ∂x2P ).
Cette e´quation de transport n’est pas stable. Pour la rendre stable nous ajou-
tons un terme de diffusion.
Diffusion. Pour obtenir une e´quation stable nous introduisons, comme il est
classique, de la diffusion. C’est ce que font e´galement les auteurs de [4, 3].
L’e´quation devient de´sormais
P (x, θ)~u(θ) · ∇xP − α∂
2 P
∂θ2
− β∆xP = 0. (6.18)
Une fois encore le terme ∆x ne concerne que les de´rive´es spatiales,
∆xP =
∂2 P
∂x12
+
∂2 P
∂x22
.
On retrouve dans le premier terme l’e´quation de transport de la distribution
de probabilite´ dans toutes les directions en fonction de leurs probabilite´s. Les
deux derniers termes correspondent a` de la diffusion, entre les angles pour le
premier et spatialement pour le second. Les coefficients de diffusion α et β
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permettent de ponde´rer la diffusion par rapport au transport mais aussi entre
elles.
Le terme de diffusion par rapport aux angles permet aux lignes de niveau
de se courber. Plac¸ons-nous par exemple dans l’hypothe`se ou` il n’y a aucun
terme de diffusion. Imaginons e´galement que les distributions de probabilite´
soient concentre´es en une seule orientation. Dans ce cas le terme de transport
ne ferait que transporter cette distribution de probabilite´ en ligne droite, se-
lon son orientation. Et donc une fois l’image reconstruite les lignes de niveau
seront rectilignes. Par contre avec le terme de diffusion entre les diffe´rentes
orientations, la distribution de probabilite´ n’est plus simplement propage´e en
ligne droite, elle s’e´tend aussi aux orientations voisines. Les lignes de niveau
ne seront alors plus totalement rectilignes.
Temps. Nous allons re´soudre cette e´quation en utilisant un sche´ma ite´ratif.
Ceci correspond a` ajouter artificiellement une variable de temps dans l’e´qua-
tion. Pour eˆtre exhaustif l’e´quation finale est
∂ P
∂t
− α∂
2 P
∂θ2
− β∆xP + P~u(θ) · ∇xP = 0 sur Ω× S1 × [0,∞[,
P (x, θ, t) = fP (x, θ, t) sur ∂ Ω× S1 × [0,∞[,
P (x, θ, 0) = P0(x, θ) sur Ω× S1.
(6.19)
Les fonctions P0 et fP sont les valeurs du champ de probabilite´ respectivement
au temps t = 0 et sur le bord de Ω. Celles-ci sont de´finies dans le chapitre
suivant.
6.5 Reconstruction de l’image
Notre algorithme est ope´rationnel si nous pouvons reconstruire l’image a`
partir du champ de probabilite´ comple´te´. Nous devons donc d’abord de´duire
une orientation de chaque probabilite´. Ensuite nous reconstruisons l’image a`
partir du champ d’orientation. Or nous savons que parmi les contraintes sur P ,
sa moyenne doit eˆtre e´gale a` l’orientation du gradient de I augmente´ de pi/2.
Il est donc logique de prendre comme orientation pour le gradient de l’image I
la moyenne de P moins pi/2.
Pour propager l’image le long de ces orientations nous utilisons l’e´quation
de transport
∇I · ~u(θP ) = 0.
Puisqu’une e´quation de transport n’est pas stable nume´riquement, nous
ajoutons de la diffusion comme nous l’avons fait pour l’e´quation sur P dans la
section pre´ce´dente. Ce qui donne
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∇I · ~u(θP )− ν∆I = 0.
Le premier terme correspond a` un transport de l’image I selon l’orientation
moyenne de chacune des probabilite´s du champ. Le second terme est un terme
classique de diffusion. Dans notre cas la connaissance de la probabilite´ P nous
permet d’avoir une mesure de la pertinence de la direction moyenne θP . En
effet nous pouvons calculer l’e´cart-type σP de la probabilite´ P . Si l’e´cart-type
est e´leve´ cela signifie que la pre´cision de la direction moyenne θP n’est pas tre`s
fiable. Dans ce cas nous pouvons privile´gier le terme de diffusion par rapport
au terme de transport. Inversement si l’e´cart-type est faible, voire nul, cela
signifie que la probabilite´ est tre`s resserre´e autour de la moyenne θP , voire
que P est une probabilite´ triviale, dans ce cas nous pouvons minimiser l’effet
du terme de diffusion. Pour faire cela, le plus simple est de multiplier le terme
de diffusion par σP , ce qui donne de´sormais
∇I · ~u(θP )− σPν∆I = 0.
Nous allons re´soudre cette e´quation en utilisant un sche´ma ite´ratif. Ceci
correspond a` ajouter artificiellement une variable de temps dans l’e´quation.
Pour eˆtre exhaustif l’e´quation finale est

∂ I
∂t
− σPν∆I + ~u(θP ) · ∇I = 0 sur Ω× [0,∞[,
I(x, t) = fI(x, t) sur ∂ Ω× [0,∞[,
I(x, 0) = I0(x) sur Ω.
(6.20)
La valeur initiale de I est la fonction I0 prolonge´e dans Ω par une valeur
constante ou par des valeurs ale´atoires et la fonction fI est la valeur au bord
de I.
6.6 Syste`me de deux e´quations
Le syste`me complet que nous avons a` re´soudre comprend les deux e´qua-
tions (6.19) sur P et (6.20) sur I ainsi que les trois contraintes sur P (6.13),
(6.14) et (6.15).
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
∂ P
∂t
− α∂
2 P
∂θ2
− β∆xP + P~u(θ) · ∇xP = 0 sur Ω× S1 × [0,∞[,
P (x, θ, t) = fP (x, θ, t) sur ∂ Ω× S1 × [0,∞[,
P (x, θ, 0) = P0(x, θ) sur Ω× S1.
∂ I
∂t
− σPν∆I + ~u(θP ) · ∇I = 0 sur Ω× [0,∞[,
I(x, t) = fI(x, t) sur ∂ Ω× [0,∞[,
I(x, 0) = I0(x) sur Ω.∫
S1
P (, θ, .) dθ = 1 sur Ω× [0,∞[.
~u(θP ) =
∇I⊥
‖∇I‖ sur Ω× [0,∞[.
σP =
σ
‖∇I‖ sur Ω× [0,∞[.
(6.21)
Nous avons donc un syste`me de deux EDPs d’e´volution a` deux inconnues I
et P . Les contraintes sur P sont dues au fait que P est un champ de probabilite´
I-compatible et I de´pend de P dans le terme de transport dans l’EDP sur I.
La valeur initiale de I est n’importe quelle valeur utilise´e pour prolonger I0
dans Ω et la valeur initiale de P est soit (6.16) soit (6.17) en fonction de la non
nullite´ du gradient de I. Les valeurs sont fixe´es et ne de´pendent pas du temps.
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Chapitre 7
Mise en œuvre nume´rique
Dans ce chapitre, nous pre´sentons la re´solution nume´rique du syste`me
d’e´quations (6.21) que nous venons de proposer au chapitre 6. Nous commen-
cerons par pre´senter le sche´ma global de l’algorithme qui s’articule autour de
deux sche´mas nume´riques. Ensuite nous de´taillerons successivement deux sche´-
mas, en premier lieu le sche´ma concernant l’e´quation de de´socclusion puis celui
concernant la reconstruction. A` la fin du chapitre nous pre´sentons les re´sultats
obtenus avec l’algorithme nume´rique complet.
7.1 Sche´ma de re´solution
Le cœur du proble`me est la re´solution d’un syste`me compose´ de deux e´qua-
tions d’e´volution sur P et sur I, l’e´quation (6.19)
∂ P
∂t
= α
∂2 P
∂θ2
+ β∆xP − P~u(θ) · ∇xP,
et l’e´quation (6.20)
∂ I
∂t
= σPν∆I − ~u(θP ) · ∇I.
Nous avons deux inconnues, les fonctions I et P . La premie`re e´quation,
l’e´quation sur P ne contient aucune re´fe´rence a` I tandis que la deuxie`me e´qua-
tion, celle sur I fait intervenir P a` travers deux coefficients qui de´pendent
de P , θP et σP . Pour re´soudre nume´riquement ce syste`me de deux EDPs a`
deux inconnues, nous proce´dons en alternant la re´solution de ces deux e´qua-
tions. La premie`re e´tape est la re´solution de l’e´quation (6.19) en fonction de la
variable P . La seconde e´tape est la re´solution de l’e´quation (6.20) en fonction
de I en laissant P constant.
L’enchaˆınement de ces e´tapes est pre´sente´ dans la figure 35. Le sche´ma
ge´ne´ral que nous utilisons pour re´soudre le syste`me (6.21) est le suivant :
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Algorithme 35 (Sche´ma ge´ne´ral) :
1 : Initialisation de I dans Ω
2 : Initialisation de P
3 : E´volution de l’e´quation (6.19) sur P
4 : Calcul des coefficients θP et σP de´pendant de P dans (6.20)
5 : E´volution de l’e´quation (6.20) sur I
6 : Renormalisation de P pour satisfaire les contraintes (6.13), (6.14) et (6.15)
d’I-compatibilite´
7 : Retour a` l’e´tape 3
E´tapes 1 et 2. L’initialisation consiste a` donner une valeur aux fonctions I
et P dans le trou Ω. Pour initialiser dans Ω l’image I, nous utilisons deux
possibilite´s, soit donner a` I une valeur constante dans Ω, soit donner une
valeur ale´atoire pour chaque pixel de Ω. Ensuite nous initialisons P . Pour
initialiser P dans Ω nous utilisons les re´sultats de la section 6.3. Le champ de
probabilite´ P initial doit eˆtre I-compatible (cf. de´finition 34). Pour initialiser P
nous utilisons donc la me´thode simple de´crite a` la fin de la section 6.3 pour
obtenir un champ I-compatible :
– une loi uniforme (6.17) si ∇I est nul,
– une loi normale (6.16) de moyenne l’orientation de ∇I⊥ et d’e´cart-type
σ/‖∇I‖ si ∇I n’est pas nul.
E´tape 3. Nous de´crirons dans la section 7.2 un sche´ma nume´rique pour
re´soudre l’e´quation d’e´volution sur P .
E´tape 4. Avant de re´soudre l’e´quation sur I nous devons connaˆıtre les
moyennes θP et des e´carts-types σP du champ de probabilite´s P . Nous les
calculons a` cette e´tape de la manie`re de´crite dans le chapitre pre´ce´dent, sec-
tion 6.3.
E´tape 5. Nous de´crirons dans la section 7.3 un sche´ma nume´rique pour
re´soudre l’e´quation d’e´volution sur I.
E´tape 6. Enfin comme l’e´quation sur P ne de´pend pas explicitement de I
elle ne pre´serve pas l’I-compatibilite´ de P . Avant de retourner de l’e´tape 3
a` l’e´tape 5, nous devons rendre a` nouveau le champ de probabilite´s P I-
compatible. C’est l’e´tape 6 qui commence par une renormalisation des va-
leurs de P pour que P soit un champ de probabilite´s. Ensuite nous effectuons
136
7.1. SCHE´MA DE RE´SOLUTION
initialisation
de I
initialisation
de P
EDP
sur P
EDP
sur I
calcul de
θP et σP
renormalisation
de P
1
2
3
4
5
6
7
Fig. 7.1 – Les e´tapes de l’algorithme 35 qui re´sout un syste`me de deux EDPs,
l’une sur P l’autre sur I. Tout d’abord nous initialisons I puis P . A` gauche de
l’e´tape figure un de´tail sur une image, l’initialisation de I dans Ω est ale´atoire,
le trou est donc la partie supe´rieure droite de l’image avec des valeurs ale´atoires.
Ensuite nous appliquons le sche´ma sur P , nous calculons les coefficients θP
et σP afin d’appliquer le sche´ma sur I. Ensuite nous renormalisons P pour
rendre P I-compatible. Enfin nous alternons les sche´mas sur P et sur I.
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en chaque point x de Ω une rotation des valeurs de P (x, .) sur S1 pour que
l’orientation moyenne θP de P corresponde a` l’orientation de ∇I⊥. Ensuite
nous effectuons une dilatation ou une contraction des valeurs de P pour que
l’e´cart-type σP soit e´gal a` σ/‖∇I‖.
E´tape 7. La dernie`re e´tape consiste tout simplement a` revenir a` l’e´tape 3 de
sorte que les deux sche´mas soient alterne´s.
7.2 E´quation de de´socclusion
Nous pre´sentons dans cette section le sche´ma que nous utilisons pour re´-
soudre l’e´quation (6.19)
∂ P
∂t
− α∂
2 P
∂θ2
− β∆xP + P~u(θ) · ∇xP = 0 sur Ω× S1 × [0,∞[,
P (x, θ, t) = fP (x, θ, t) sur ∂ Ω× S1 × [0,∞[,
P (x, θ, 0) = P0(x, θ) sur Ω× S1,
qui a pour but de comple´ter le champ de probabilite´s d’orientation P a` l’in-
te´rieur du trou Ω. Apre`s avoir de´crit le sche´ma, nous e´tudierons le sche´ma
propose´ pour montrer qu’il est stable et consistant. Nous e´tudierons ensuite
quelques re´sultats pour discuter de l’influence des diffe´rents termes de l’e´qua-
tion et du choix des parame`tres.
7.2.1 Le sche´ma pour la de´socclusion et sa stabilite´
Sche´ma nume´rique. L’e´quation sur P est
∂ P
∂t
− α∂
2 P
∂θ2
− β∆xP + P~u(θ) · ∇xP = 0.
Cette e´quation est e´quivalente a` l’e´quation
∂ P
∂t
− α∂
2 P
∂θ2
− β∆xP︸ ︷︷ ︸
diffusion
+ ~u(θ) · ∇xP
2
2︸ ︷︷ ︸
transport
= 0. (7.1)
Plutoˆt que de chercher un sche´ma nume´rique pour l’e´quation (6.19), nous
allons chercher un sche´ma nume´rique pour l’e´quation (7.1). En effet dans cette
dernie`re e´quation nous avons introduit le carre´ de P dans le gradient du terme
de transport de sorte que P n’apparaˆıt plus comme un produit dans ce terme.
Nous travaillons sur une grille re´gulie`re, les points qui nous inte´ressent sont
les points de coordonne´es (xi,j, θk, tn) = (δi, δj, 2kpi/K, nτ). Nous utilisons
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donc les valeurs de P en ces points pour notre sche´ma. Nous posons P ni,j,k =
P (xi,j, θk, tn). Nous posons e´galement
k =
2pi
K
,
la valeur du pas de discre´tisation sur les directions.
Pour discre´tiser l’e´quation (7.1) sur cette grille nous devons discre´tiser cha-
cun des termes, la de´rive´e par rapport au temps, les deux termes de diffusion
et le terme de transport. Nous reprenons en partie le sche´ma pre´sente´ dans [17]
pour l’e´quation de Bu¨rgers et son e´tude. En effet l’e´quation de Bu¨rgers en u
s’e´crit
ut + uux = 0,
elle ressemble a` l’e´quation que nous avons a` re´soudre au sens ou` le terme non
line´aire est semblable au notre, il implique la de´rive´e de u2.
Comme nous utilisons un sche´ma ite´ratif, la discre´tisation de la de´rive´e par
rapport au temps est donc un sche´ma aux diffe´rences finies de´centre´es avant.
∂ P
∂t
=
P n+1i,j,k − P ni,j,k
τ
+ oτ→0(1).
Ensuite nous utilisons la meˆme discre´tisation pour les autres termes, a`
savoir des sche´mas classiques aux diffe´rences finies centre´es. Pour les termes
de diffusion cela donne
∂2 P
∂θ2
=
P ni,j,k+1 + P
n
i,j,k−1 − 2P ni,j,k
k2
+ ok→0(1) (7.2)
et
∆xP =
P ni+1,j,k + P
n
i−1,j,k − 2P ni,j,k
δ2
+
P ni,j+1,k + P
n
i,j−1,k − 2P ni,j,k
δ2
+oδ→0(1). (7.3)
Enfin pour le terme non line´aire de transport, nous posons ~uk = ~u(θk)
et nous notons (uk, vk) les coordonne´es du vecteur ~uk. La discre´tisation de
l’ope´rateur par un sche´ma aux diffe´rences finies centre´es donne dans ce cas
~u(θ) · ∇xP
2
2
= uk
(Pni+1,j,k)
2
2
− (P
n
i−1,j,k)
2
2
2δ
+vk
(Pni,j+1,k)
2
2
− (P
n
i,j−1,k)
2
2
2δ
+ oδ→0(1).
Ce qui s’e´crit plus simplement
~u(θ) · ∇xP
2
2
=
uk
4δ
((
P ni+1,j,k
)2 − (P ni−1,j,k)2)
+
vk
4δ
((
P ni,j+1,k
)2 − (P ni,j−1,k)2)+ oδ→0(1). (7.4)
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Le sche´ma ite´ratif complet est donc
P n+1i,j,k =P
n
i,j,k +
ατ
k2
(
P ni,j,k+1 + P
n
i,j,k−1 − 2P ni,j,k
)
+
βτ
δ2
(
P ni+1,j,k + P
n
i−1,j,k + P
n
i,j+1,k + P
n
i,j−1,k − 4P ni,j,k
)
− ukτ
4δ
((
P ni+1,j,k
)2 − (P ni−1,j,k)2)
− vkτ
4δ
((
P ni,j+1,k
)2 − (P ni,j−1,k)2)
(7.5)
Pour re´soudre l’e´quation (6.19) nous appliquons donc le sche´ma suivant.
Algorithme 36 (Sche´ma nume´rique pour la de´socclusion du champ de pro-
babilite´s P ) :
Iinitialisation de P a` partir de I
Pour n de 0 a` N − 1 faire
Pour tout (i, j) dans le trou Ω faire
Pour k de 0 a` K faire
P n+1i,j,k ← P ni,j,k
+(ατ/k2)× (P ni,j,k+1 + P ni,j,k−1 − 2P ni,j,k)
+(βτ/δ2)× (P ni+1,j,k + P ni−1,j,k
+P ni,j+1,k + P
n
i,j−1,k − 4P ni,j,k
)
−(ukτ/(4δ))
((
P ni+1,j,k
)2 − (P ni−1,j,k)2)
−(vkτ/(4δ))
((
P ni,j+1,k
)2 − (P ni,j−1,k)2)
Stabilite´. Le sche´ma de l’algorithme 36 est non line´aire a` cause du terme
de transport. En effet ce dernier est de la forme ∇P 2. Nous ne pouvons donc
pas e´tudier directement le sche´ma de l’algorithme 36. Nous devons d’abord le
line´ariser, c’est-a`-dire e´tudier le sche´ma line´aire le plus proche du sche´ma non
line´aire. Pour ce faire nous utilisons une identite´ remarquable pour transformer
les diffe´rences de carre´s en produits. Par exemple sur un des termes cela donne
(
P ni+1,j,k
)2 − (P ni−1,j,k)2 = 2(P ni+1,j,k − P ni−1,j,k)× P ni+1,j,k + P ni−1,j,k2 .
Or (P ni+1,j,k+P
n
i−1,j,k)/2 est la moyenne entre les deux valeurs P
n
i+1,j,k et P
n
i−1,j,k.
Nous supposons que les valeurs de P fluctuent autour d’une valeur moyenne P¯ .
Nous e´crivons alors P = P¯ +u ou` P¯ est une valeur constante et u une fonction
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prenant des valeurs proches de 0. Nous pouvons alors e´crire
2(P ni+1,j,k − P ni−1,j,k)× (P ni+1,j,k + P ni−1,j,k)/2
= 2(P¯ + uni+1,j,k − P¯ − uni−1,j,k)×
P¯ + uni+1,j,k + P¯ + u
n
i−1,j,k
2
= 2(uni+1,j,k − uni−1,j,k)×
2P¯ + uni+1,j,k + u
n
i−1,j,k
2
= 2P¯ (uni+1,j,k − uni−1,j,k) +
(
uni+1,j,k
)2 − (uni−1,j,k)2 .
= 2P¯ (uni+1,j,k − uni−1,j,k) + ou→0(u)
= 2P¯ (P ni+1,j,k − P ni−1,j,k) + oP→P¯ (P − P¯ ).
Le sche´ma line´arise´ est donc
P n+1i,j,k =P
n
i,j,k +
ατ
k2
(
P ni,j,k+1 + P
n
i,j,k−1 − 2P ni,j,k
)
+
βτ
δ2
(
P ni+1,j,k + P
n
i−1,j,k + P
n
i,j+1,k + P
n
i,j−1,k − 4P ni,j,k
)
− ukτ P¯
2δ
(
P ni+1,j,k − P ni−1,j,k
)− vkτ P¯
2δ
(
P ni,j+1,k − P ni,j−1,k
)
.
(7.6)
C’est la stabilite´ de ce sche´ma que nous e´tudions. Ce sche´ma est un sche´ma
line´aire. Un sche´ma line´aire est stable si tous les coefficients qui sont devant
les valeurs qui de´pendent de P sont compris entre 0 et 1. En effet, il est tout
d’abord aise´ de ve´rifier que la somme de tous ces coefficients est 1. Donc si
tous les coefficients sont compris entre 0 et 1 la nouvelle valeur P n+1i,j,k de P est
une moyenne ponde´re´e de diffe´rentes valeurs de P a` l’instant pre´ce´dent. Dans
ce cas les valeurs de P restent comprises entre la valeur minimale et la valeur
maximale de P a` l’instant initial.
Proposition 37 :
Les coefficients du sche´ma (7.6) sont tous compris dans l’intervalle [0; 1] si
β ≥ P¯ δ
2
(7.7)
et
τ ≤ δ
2αδ
k2
+ 4β
δ
+ P¯
2
. (7.8)
Montrons que les conditions de la proposition sont suffisantes pour controˆler
les coefficients du sche´ma.
Preuve : Nous commenc¸ons par appeler ci,j,k le coefficient devant le terme P
n
i,j,k
dans le sche´ma (7.6) et de meˆme nous appelons ci±1,j,k, ci,j±1,k et ci,j,k±1 les
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autres coefficients, de sorte que
ci,j,k = 1− 2ατ
k2
− 4βτ
δ2
,
ci+1,j,k =
βτ
δ2
− ukτ P¯
2δ
,
ci−1,j,k =
βτ
δ2
+
ukτ P¯
2δ
,
ci,j+1,k =
βτP
δ2
− vkτ P¯
2δ
,
ci,j−1,k =
βτP
δ2
+
vkτ P¯
2δ
,
ci,j,k+1 =
ατ
k2
,
ci,j,k−1 =
ατ
k2
.
Il est imme´diat que ci,j,k est majore´ par 1. De meˆme les deux coefficients ci,j,k±1
sont positifs.
Maintenant si
τ ≤ δ
2αδ
k2
+ 4β
δ
+ P¯
2
,
alors
2ατ
k2
+
4βτ
δ2
+
P¯ τ
2δ
≤ 1.
Avec cette ine´galite´ il est e´vident que ci,j,k est positif et que les coefficients ci±1,j,k,
ci,j±1,k et ci,j,k±1 sont plus petits que un. En effet (uk, vk) = ~u(θk) est un vecteur
unitaire donc uk et vk sont plus petits que 1.
Et si
β ≥ P¯ δ
2
,
alors
βτ
δ2
− P¯ τ
2δ
≥ 0,
ce qui entraˆıne la positivite´ des coefficients ci±1,j,k et ci,j±1,k.
Au final si les deux ine´galite´s (7.7) et (7.8) sont ve´rifie´es, tous les coefficients
sont positifs et majore´s par 1.
Ceci nous permet de montrer que le sche´ma (7.6) est stable.
Proposition 38 :
Si les ine´galite´s
β ≥ P¯ δ
2
(7.9)
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et
τ ≤ δ
2αδ
k2
+ 4β
δ
+ P¯
2
. (7.10)
sont ve´rifie´es alors le sche´ma (7.6) est stable.
Preuve : Dans le sche´ma que nous avons choisi la somme des coefficients
vaut 1 donc si en plus les coefficients sont compris entre 0 et 1 le sche´ma est
stable. En effet dans ce cas le sche´ma consiste simplement a` faire une moyenne
ponde´re´e entre diffe´rentes valeurs de P .
Consistance. L’algorithme 36 est bien consistant avec l’e´quation 6.19.
Proposition 39 :
Soit P une fonction C2 sur R2 × S1 × R telle que P est solution de l’e´qua-
tion (6.19) en un point (x, θ, t) de R2×S1×R. Si l’ine´galite´ (7.8) est ve´rifie´e
alors sous ces hypothe`ses nous avons
P n+1i,j,k − P ni,j,k −
ατ
k2
(
P ni,j,k+1 + P
n
i,j,k−1 − 2P ni,j,k
)
− βτ
δ2
(
P ni+1,j,k + P
n
i−1,j,k + P
n
i,j+1,k + P
n
i,j−1,k − 4P ni,j,k
)
+
ukτ
4δ
((
P ni+1,j,k
)2 − (P ni−1,j,k)2)+ vkτ4δ ((P ni,j+1,k)2 − (P ni,j−1,k)2)
= oτ→0(τ) + oδ→0(δ2) + ok→0(k
2).
Preuve : Il suffit d’utiliser les formules de Taylor pour P et P 2/2 et nous
obtenons
P n+1i,j,k − P ni,j,k −
ατ
k2
(
P ni,j,k+1 + P
n
i,j,k−1 − 2P ni,j,k
)
− βτ
δ2
(
P ni+1,j,k + P
n
i−1,j,k + P
n
i,j+1,k + P
n
i,j−1,k − 4P ni,j,k
)
+
ukτ
4δ
((
P ni+1,j,k
)2 − (P ni−1,j,k)2)+ vkτ4δ ((P ni,j+1,k)2 − (P ni,j−1,k)2)
=τ
∂ P
∂t
− ατ ∂
2 P
∂θ2
− βτ∆xP + ~u(θ) · ∇xP
2
2
+ oτ→0(τ) + τoδ→0(1) + τok→0(1).
Comme P est solution de (6.19) nous obtenons donc
P n+1i,j,k − P ni,j,k −
ατ
k2
(
P ni,j,k+1 + P
n
i,j,k−1 − 2P ni,j,k
)
− βτ
δ2
(
P ni+1,j,k + P
n
i−1,j,k + P
n
i,j+1,k + P
n
i,j−1,k − 4P ni,j,k
)
+
ukτ
4δ
((
P ni+1,j,k
)2 − (P ni−1,j,k)2)+ vkτ4δ ((P ni,j+1,k)2 − (P ni,j−1,k)2)
= oτ→0(τ) + τoδ→0(1) + τok→0(1).
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Pour conclure nous utilisons le fait que l’ine´galite´ (7.8) est ve´rifie´e. En effet
a` partir de cette ine´galite´ nous obtenons les deux ine´galite´s
τ ≤ δ
2
4β
et τ ≤ k
2
2α
.
Ces deux ine´galite´s permettent d’avoir
τoδ→0(1) = oδ→0(δ2) et τok→0(1) = ok→0(k
2).
Ces deux e´galite´s permettent de conclure facilement.
L’algorithme 36 est donc stable et consistant si l’ine´galite´ (7.8) est ve´rifie´e.
7.2.2 Mise en œuvre de la de´socclusion du champ de
probabilite´s
Pour mettre en œuvre l’algorithme 36 nous avons juste a` choisir les pa-
rame`tres. L’initialisation se fait automatiquement a` partir des valeurs de I, il
reste donc tout de meˆme les parame`tres. L’algorithme 36 posse`de 5 parame`tres.
– Les deux parame`tres de l’e´quation : α le coefficient de diffusion angulaire
et β le coefficient de diffusion spatial.
– Les parame`tres de discre´tisation : δ le pas de discre´tisation spatial, k le
pas de discre´tisation angulaire et τ le pas de temps.
Les deux parame`tres de l’e´quation α et β sont des coefficients de diffusion.
Ils permettent de re´gler l’influence des termes de diffusion a` la fois entre les
deux termes de diffusion mais aussi entre ces termes et le terme de transport.
Le pas spatial δ est en fait e´gal a` 1, c’est la distance entre deux pixels.
Le pas angulaire k de´pend en fait de K, le nombre d’angles discrets sur S1.
En pratique nous prenons K = 32. Enfin le dernier pas de discre´tisation, le
pas de temps τ influe sur la rapidite´ de l’algorithme. Plus le pas de temps
est grand, plus la convergence est rapide, ceci e´videmment tout en respectant
l’ine´galite´ (7.8). Comme nous voulons e´videmment que l’algorithme soit rapide,
nous prenons le cas extreˆme, le plus grand pas de temps possible
τ =
δ
2αδ/k2 + 4β/δ + P¯ /2
.
Pour en de´duire τ nous devons donc connaˆıtre P¯ . La valeur P¯ est cense´e
eˆtre une valeur autour de laquelle P oscille. Nous avons donc pour tout n
min{P ni,j,k|i, j, k} ≤ P¯ ≤ max{P ni,j,k|i, j, k}
Ce qui nous donne aussi
P¯ ≤ ‖P‖∞,
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et donc
δ
2αδ/k2 + 4β/δ + ‖P‖∞/2
≤ δ
2αδ/k2 + 4β/δ + P¯ /2
Pour que l’ine´galite´ (7.8) soit satisfaite il suffit donc de prendre
τ =
δ
2αδ/k2 + 4β/δ + ‖P‖∞/2
.
Les seuls parame`tres que nous avons encore a` choisir sont les parame`tres α
et β. Ces parame`tres controˆlent le re´glage de la diffusion par rapport au trans-
port. Mais en fait pour β, comme l’ine´galite´ (7.7) doit aussi eˆtre satisfaite,
nous pourrions prendre le cas d’e´galite´ et ne plus avoir a` nous occuper du
parame`tre β. Cependant meˆme si le sche´ma est stable pour certaines valeurs
de β trop petites certaines aberrations apparaissent. La figure 7.2 pre´sente
deux images synthe´tiques pour tester l’algorithme ainsi que le masque uti-
lise´. Le re´sultat de l’algorithme sur ces deux images avec α = 1 et β = 1 est
pre´sente´ dans la figure 7.3, ce sont les images 7.3(a) et 7.3(b). Les vecteurs re-
pre´sentent l’orientation moyenne du champ de probabilite´ P obtenu en chaque
point ~u(θP ). Nous observons que des tourbillons apparaissent dans le champ
de vecteurs ce qui n’est pas de´sirable pour notre objectif.
L’origine de ce phe´nome`ne est le sens des lignes de niveau. En effet les lignes
de niveau sont oriente´es et ceci a une incidence sur le terme de transport. Pour
pallier a` ce proble`me nous prenons une valeur de β un peu plus e´leve´e. La
figure 7.3 montre les re´sultats obtenus avec β = 2, ce sont les images 7.3(c)
et 7.3(d). Avec cette valeur de β il n’y a plus de tourbillons. Nous constatons
alors que le champ de vecteurs est visuellement dans la direction attendue mais
qu’il y a de la diffusion, le champ de vecteurs est non nul sur une zone un peu
plus large que la zone souhaite´e.
La figure suivante, la figure 7.4 montre le re´sultat obtenu en partant de
l’image 7.4(a) avec α = 2 et β = 4. Les vecteurs repre´sentent la` aussi l’orienta-
tion moyenne du champ de probabilite´s. Cette fois l’intensite´ de l’image sous
les vecteurs indique les valeurs des e´carts-types des probabilite´s. Plus le fond
est sombre, plus l’e´cart-type est proche de 0.
7.3 E´quation de reconstruction
Nous pre´sentons maintenant le sche´ma que nous utilisons pour re´soudre
l’e´quation (6.20) sur I.
∂ I
∂t
− σPν∆I + ~u(θP ) · ∇I = 0 sur Ω× [0,∞[,
I(x, t) = fI(x, t) sur ∂ Ω× [0,∞[,
I(x, 0) = I0(x) sur Ω.
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(a) Un bord
rectiligne
(b) Une ligne
droite
(c) Le masque
Fig. 7.2 – Nous utilisons les deux premie`res images pour faire tester l’e´quation
de de´socclusion (6.19) avec l’algorithme 36. La premie`re image est l’image d’un
bord droit. La deuxie`me image est l’image d’une ligne. La dernie`re image de´finit
le trou Ω a` l’inte´rieur duquel l’image doit eˆtre reconstruite.
L’objectif de cette e´quation est de reconstruire l’image dans le trou Ω en
utilisant un champ de probabilite´ d’orientation des lignes de niveau P . Nous
e´tudions le sche´ma propose´ pour montrer qu’il est stable et consistant. En-
suite nous effectuons des tests sur quelques images simples pour discuter de la
pertinence du sche´ma et pour controˆler l’influence des parame`tres.
7.3.1 Le sche´ma de la reconstruction et sa stabilite´
Sche´ma nume´rique. L’e´quation sur I est
∂ I
∂t
− σPν∆I︸ ︷︷ ︸
diffusion
+ ~u(θP ) · ∇I︸ ︷︷ ︸
transport
= 0.
Nous prenons les meˆmes sche´mas de discre´tisation que pour celui pour P (pour
la de´rive´e en temps et pour le terme de diffusion) a` savoir
∂ I
∂t
=
In+1i,j − Ini,j
τ
+ oτ→0(1), (7.11)
∆I =
Ini+1,j + I
n
i−1,j − 2Ini,j
δ2
+
Ini,j+1 + I
n
i,j−1 − 2Ini,j
δ2
+ oδ→0(1). (7.12)
Il ne reste que le terme de transport a` discre´tiser. Posons ~u(θP ) = (uP , vP )
pour les coordonne´es du vecteur du terme de transport. Pour ce terme nous
allons utiliser un sche´ma aux diffe´rences finies de´centre´es avant ou arrie`re en
fonction des signes de uP et vP . Le de´centrage est choisi de sorte que le coeffi-
cient devant Ini,j soit ne´gatif. Cela donne donc
~u(θP ) · ∇I = |uP |
Ini+ε1,j − Ini,j
δ
+ |vP |
Ini,j+ε2 − Ini,j
δ
+ oδ→0(1)
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(a) bord (b) ligne
(c) bord (d) ligne
Fig. 7.3 – Re´sultats de l’algorithme 36 sur les images de la figure 7.2. Les re´sul-
tats montre´s sont des vecteurs. Chaque vecteur indique l’orientation moyenne
du champ de probabilite´s P en ce point, c’est le vecteur ~u(θP ). Pour les
images 7.3(a) et 7.3(b) les parame`tres utilise´s sont α = 1 et β = 1 alors que
pour 7.3(c) et 7.3(d) nous avons pris β = 2. Sur les deux premie`res images, le
sche´ma est stable mais le fait que les lignes de niveau ont une orientation, un
sens, ge´ne`re les tourbillons visibles sur les images 7.3(a) et 7.3(b). En prenant β
plus grand, ce phe´nome`ne disparaˆıt, images 7.3(c) et 7.3(d).
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(a) Un bord
recourbe´
(b) Re´sultat, moyenne et e´cart-type
Fig. 7.4 – L’image 7.4(a) est une autre image de test pour l’algorithme 36.
L’image 7.4(b) quant a` elle est le re´sultat obtenu sur ce bord recourbe´
avec α = 2 et β = 4. Les vecteurs repre´sentent les orientations moyennes. Par
contre l’intensite´ de l’image sous les vecteurs correspond a` l’e´cart-type des
probabilite´s, plus l’image est sombre, plus l’e´cart-type est proche de 0.
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avec
ε1 =
{
+1 si uP ≥ 0
−1 si uP < 0
et ε2 =
{
+1 si vP ≥ 0
−1 si vP < 0
Le sche´ma que nous utilisons est donc
In+1i,j = I
n
i,j +
σPντ
δ2
(
Ini+1,j + I
n
i−1,j + I
n
i,j+1 + I
n
i,j−1 − 4Ini,j
)
+
|uP |τ
δ
(
Ini+ε1,j − Ini,j
)
+
|vP |τ
δ
(
Ini,j+ε2 − Ini,j
)
(7.13)
Pour re´soudre l’e´quation (6.20) nous appliquons donc le sche´ma suivant.
Algorithme 40 (Sche´ma nume´rique de reconstruction) :
Initialisation de I a` l’inte´rieur du trou Ω par une valeur constante ou
des valeurs ale´atoires
Pour n de 0 a` N − 1 faire
Pour tout (i, j) dans le trou Ω faire
In+1i,j ← Ini,j + (σPντ/δ2)×
(
Ini+1,j + I
n
i−1,j
+Ini,j+1 + I
n
i,j−1 − 4Ini,j
)
+(|uP |τ/δ)×
(
Ini+ε1,j − Ini,j
)
+(|vP |τ/δ)×
(
Ini,j+ε2 − Ini,j
)
Stabilite´. Pour que le sche´ma soit stable il faut que ses coefficients soient
tous compris entre 0 et 1. Et comme la somme de tous les coefficient vaut 1
cette condition est suffisante.
Proposition 41 :
Si l’ine´galite´
τ ≤ δ
4piν/δ +
√
2
. (7.14)
est ve´rifie´e alors les coefficients dans le sche´ma de l’algorithme (40) sont tous
compris dans [0; 1].
Preuve : Comme pre´ce´demment nous notons ci,j, ci±1,j et ci,j±1 les coefficients
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devant Ini,j, I
n
i±1,j et I
n
i,j±1. Dans le cas ou` uP et vP sont positifs cela donne
ci,j = 1− 4σPντ
δ2
− |uP |τ
δ
− |vP |τ
δ
ci+1,j =
σPντ
δ2
+
|uP |τ
δ
ci−1,j =
σPντ
δ2
ci,j+1 =
σPντ
δ2
+
|vP |τ
δ
ci,j−1 =
σPντ
δ2
Si uP est ne´gatif les coefficients ci+1,j et ci−1,j sont intervertis et de meˆme pour
les coefficients ci,j+1 et ci,j−1 dans le cas ou` vP est ne´gatif.
Le coefficient ci,j est toujours plus petit que 1. De meˆme les quatre autres
coefficients sont toujours positifs. Supposons de´sormais que l’ine´galite´ (7.14)
est ve´rifie´e
τ ≤ δ
4piν/δ +
√
2
.
Dans ce cas
4piντ
δ2
+
√
2τ
δ
≤ 1.
Avec cette ine´galite´ il est e´vident que les quatre coefficients ci±1,j et ci,j±1
sont plus petits que 1. En effet d’une part la probabilite´ P est une probabi-
lite´ sur le cercle S1 et l’e´cart-type σP est donc plus petit qu’un demi-cercle,
σP ≤ pi, lorsque P est une probabilite´ uniforme, nous remplac¸ons alors σP
par pi. D’autre part les re´els uP et vP sont les coordonne´es d’un vecteur uni-
taire leur valeur absolue est plus petite que 1 et donc a fortiori plus petite
que
√
2. De plus nous avons aussi l’ine´galite´
|uP |+ |vP | ≤
√
2.
Avec cette dernie`re ine´galite´ il apparaˆıt facilement que ci,j est positif. Tous
les coefficients sont donc bien compris entre 0 et 1 si l’ine´galite´ (7.14) est
ve´rifie´e.
Proposition 42 :
Pour que l’algorithme 40 soit stable il suffit que l’ine´galite´
τ ≤ δ
4piν/δ +
√
2
. (7.15)
soit ve´rifie´e.
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Preuve : Nous venons de montrer que si l’ine´galite´ (7.14) est ve´rifie´e alors
tous les coefficients sont compris entre 0 et 1. Ceci suffit pour que le sche´ma
soit alors stable.
Consistance. L’algorithme 40 permet effectivement de re´soudre l’e´quation (6.20),
nous l’avons choisi pour cela.
Proposition 43 :
Soit I une fonction C2 sur R2×R telle que I soit solution de l’e´quation (6.20)
en un point (x, t) de Ω×R. Si l’ine´galite´ (7.14) est ve´rifie´e, alors dans ce cas I
ve´rifie
In+1i,j − Ini,j −
σPντ
δ2
(
Ini+1,j + I
n
i−1,j + I
n
i,j+1 + I
n
i,j−1 − 4Ini,j
)
− |uP |τ
δ
(
Ini+ε1,j − Ini,j
)− |vP |τ
δ
(
Ini,j+ε2 − Ini,j
)
= oτ→0(τ) + oδ→0(δ),
au point (x, t).
Preuve : Comme pour l’e´quation sur P il suffit d’utiliser le de´veloppement de
Taylor de I pour obtenir
In+1i,j − Ini,j −
σPντ
δ2
(
Ini+1,j + I
n
i−1,j + I
n
i,j+1 + I
n
i,j−1 − 4Ini,j
)
− |uP |τ
δ
(
Ini+ε1,j − Ini,j
)− |vP |τ
δ
(
Ini,j+ε2 − Ini,j
)
= τ
∂ I
∂t
− σPντ∆I − τ~uP · ∇I + oτ→0(τ) + τoδ→0(1),
et comme I est solution de l’e´quation (6.20) nous obtenons
In+1i,j − Ini,j −
σPντ
δ2
(
Ini+1,j + I
n
i−1,j + I
n
i,j+1 + I
n
i,j−1 − 4Ini,j
)
− |uP |τ
δ
(
Ini+ε1,j − Ini,j
)− |vP |τ
δ
(
Ini,j+ε2 − Ini,j
)
= oτ→0(τ) + τoδ→0(1),
qui est presque ce que nous voulons. Il reste a` utiliser l’ine´galite´ (7.14) pour
dire qu’alors τ est majore´ par δ/
√
2 et donc que la fonction τoδ→0(1) peut
s’e´crire oδ→0(δ). Ceci nous permet de conclure.
L’algorithme 40 que nous proposons est donc consistant et stable si l’in-
e´galite´ (7.14) est respecte´e.
7.3.2 Mise en œuvre de la reconstruction de l’image
Pour mettre en œuvre l’algorithme 40 plusieurs choix se pre´sentent. Tout
d’abord, il y a le choix de l’initialisation et ensuite le choix des parame`tres.
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Pour l’initialisation nous prenons l’initialisation ale´atoire, avec ce type d’ini-
tialisation, nous n’avons pas a` faire le choix d’une valeur particulie`re. En effet
si nous imposons une valeur constante dans le trou Ω a` l’initialisation, il faut
alors trouver un crite`re pour choisir cette valeur. Nous avons alors des risques
d’avoir un biais et alors d’avoir des minima locaux. Nous prenons donc plutoˆt
une initialisation ale´atoire. De plus dans ce cas le gradient n’est pas nul dans le
trou Ω ce qui fait que les valeurs bougent plus rapidement au moins au de´but.
Reste le choix des parame`tres. L’algorithme 40 que nous utilisons sur I
posse`de trois parame`tres.
– Le parame`tre de l’e´quation (6.20) : ν.
– Les parame`tres de discre´tisation : δ, le pas de discre´tisation spatial, et τ ,
le pas de temps.
Le parame`tre ν de l’e´quation permet d’augmenter ou de diminuer dans
l’e´quation (6.20) l’influence du terme de diffusion. Plus ν est e´leve´, plus la
diffusion prend le pas sur le transport.
Le pas spatial δ correspond a` la distance entre deux pixels de l’image. Il
est donc fixe´ par la nature de l’image, nous le prenons e´gal a` 1. Le pas de
temps influence la convergence de l’algorithme, plus le pas de temps τ est
grand, plus la convergence est rapide. Nous avons donc inte´reˆt a` prendre τ le
plus grand possible. Comme nous venons de voir que ce dernier doit ve´rifier
l’ine´galite´ (7.14), nous prenons le plus grand pas de temps possible :
τ =
δ
4piν/δ +
√
2
.
Au final il ne reste donc plus que le parame`tre du sche´ma, ν. Pour tester
notre algorithme de reconstruction et voir l’influence du parame`tre ν nous
allons faire des tests sur des images. Dans un premier temps nous effectuons
des tests sur des images synthe´tiques, ensuite nous regardons des re´sultats
obtenus sur un exemple d’image naturelle.
Re´sultats sur des images synthe´tiques. Pour tester notre e´quation de
reconstruction (6.20) nous commenc¸ons par des tests sur des images synthe´-
tiques simples. Nous choisissons trois images. Chacune de ces images repre´sente
un bord. L’image passe du blanc au noir. Comme sur des images naturelles le
passage du noir au blanc ne se fait pas si brutalement, chaque image est le´ge`-
rement lisse´e par un filtre gaussien. La premie`re image correspond a` un bord
rectiligne. La deuxie`me image est en fait constitue´e de deux bords rectilignes,
c’est l’image d’une ligne. Enfin la troisie`me image contient un bord recourbe´.
Ces images sont repre´sente´es figure 7.5 avec le masque qui sert a` de´finir le
trou Ω.
Nous souhaitons tester uniquement l’e´quation de reconstruction (6.20) a`
ce niveau. En conse´quence nous calculons un champ de probabilite´s associe´ a`
l’image selon la me´thode de´crite a` la fin de la section 6.3. Le calcul de ce champ
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(a) Un bord
rectiligne
(b) Une ligne
droite
(c) Un bord
recourbe´
(d) Le masque
Fig. 7.5 – Nous utilisons les trois premie`res images pour faire tester l’e´quation
de reconstruction (6.20) avec l’algorithme 40. La premie`re image est l’image
d’un bord droit. La deuxie`me image est l’image d’une ligne et la troisie`me est
l’image d’un bord recourbe´. Sur chacune de ces images est applique´ un petit
filtre gaussien pour lisser les images. La quatrie`me image de´finie le trou Ω a`
l’inte´rieur duquel l’image doit eˆtre reconstruite.
de probabilite´s I-compatible est fait a` partir de l’image comple`te, sans trou.
Sur la figure 7.6 sont repre´sente´es les orientations moyennes de ces champs de
probabilite´.
Ensuite nous initialisons l’image dans le masque avec des valeurs ale´atoires.
Enfin, nous appliquons l’algorithme 40 de reconstruction sur les images syn-
the´tiques de la figure 7.5 pour diffe´rentes valeurs du parame`tre ν. Pour ces
tests, nous connaissons l’image de de´part, les bonnes valeurs que doit avoir la
fonction dans le trou. Dans ce contexte, nous pouvons comparer les images ob-
tenues pour les diffe´rentes valeurs de ν avec l’image originale. Nous cherchons
un re´sultat le plus proche possible de l’image de de´part. Le crite`re que nous
utilisons pour se´lectionner la valeur de ν qui donne le meilleur re´sultat est la
norme L2 de la diffe´rence entre le re´sultat obtenu et l’image originale.
Les re´sultats sont pre´sente´s dans la figure 7.7. Pour chacune des courbes a`
gauche l’ordonne´e correspond a` la norme L2 de la diffe´rence entre le re´sultat
obtenu et l’image originale en fonction de ν qui correspond a` l’abscisse. Nous
cherchons un minimum sur chacune de ces courbes. Pour les images du bord
rectiligne et de la ligne droite, le minimum trouve´ est tre`s proche de ν = 0,
ν = 0,01 pour le bord droit et c’est meˆme sans diffusion que la reconstruction de
la ligne droite est la meilleure. Par contre pour le bord recourbe´ le minimum a
lieu pour ν = 10. Chacun des re´sultats qui minimisent notre crite`re est pre´sente´
a` coˆte´ de la courbe correspondante sur la figure 7.7.
Les deux premie`res images sont parfaitement bien reconstruites. Pour la
dernie`re, les lignes de niveau a` reconstruire sont courbes. Cependant le trans-
port de l’information ne se recolle pas force´ment tre`s bien vers le bord oppose´
du trou. L’information est transporte´e a` partir d’un des bords de l’image. Vers
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(a) Bord rectiligne
(b) Ligne
(c) Bord recourbe´
Fig. 7.6 – Au dessus de chacune des images synthe´tiques de la figure 7.5 sont
superpose´s les champs d’orientations moyennes. Ces champs sont calcule´s a`
partir de ces images synthe´tiques.
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0
10
20
30
(a) Erreur en fonction de ν
pour le bord rectiligne
(b) Re´sultat avec ν =
0,01 pour le bord recti-
ligne
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0
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15
(c) Erreur en fonction de ν
pour la ligne droite
(d) Re´sultat avec ν = 0
pour la ligne droite
0 5 10 15
15
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25
30
35
40
(e) Erreur en fonction de ν
pour le bord recourbe´
(f) Re´sultat avec ν = 10
pour le bord recourbe´
Fig. 7.7 – Les courbes de gauche repre´sente la norme L2 de la diffe´rence du
re´sultat de la de´socclusion avec l’image originale pour diffe´rentes valeurs de ν.
Ces courbes repre´sentent donc l’erreur. A` droite de chaque courbe est repre´-
sente´ le re´sultat pour la valeur de ν qui minimise la courbe. De haut en bas
nous avons ν = 0,01, puis 0 et enfin 10.
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Fig. 7.8 – Le re´sultat obtenu avec l’algorithme 40 applique´ a` chacun des ni-
veaux de l’image se´pare´ment. A` gauche sans filtre de Deriche et a` droite avec
un filtre de Deriche (cf. annexe B) pour lisser le gradient.
le bord oppose´ nous avons beaucoup de petites erreurs qui se sont ajoute´es au
fur et a` mesure de l’algorithme ce qui explique ces de´fauts. Il est possible pour
faire la reconstruction de se´parer l’image en ensembles de niveau, puis de trai-
ter chacun des ensembles de niveau se´pare´ment avant de rassembler tous les
re´sultats pour reformer une image. La reconstruction sur des images binaires
se fait plus facilement et e´vite ces erreurs. Le re´sultat de cette technique est
l’image de la figure 7.8.
Algorithme 44 (Se´paration par ligne de niveau) :
Pour n de 0 a` 255 faire
Cre´ation de l’image contenant l’ensemble de niveau n de l’image
initiale
Application de l’algorithme 40 a` cette image
Reconstruction d’une image a` partir de chacun des re´sultats en utilisant
l’e´quation (6.1)
Re´sultats sur des images naturelles. Ensuite nous effectuons des tests
sur un exemple d’image re´elle. La figure 7.9 montre l’image de phare utilise´e
ainsi que le masque choisi.
La figure 7.10 montre le re´sultat obtenu avec ν = 1. Pour ame´liorer le re´sul-
tat nous utilisons le filtre de Deriche de´crit dans [10] et dans l’annexe B pour
calculer le gradient de l’image. En effet toutes les images naturelles contiennent
du bruit. Le calcul du gradient de l’image est tre`s sensible au bruit, le filtre de
Deriche permet un calcul moins sensible au bruit du gradient. Le re´sultat est
dans la figure 7.10. Nous voyons nettement sur l’image que la reconstruction
est bien meilleure.
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(a) Un phare (b) Le masque
Fig. 7.9 – Une image naturelle et le masque utilise´ pour tester l’algorithme 40.
(a) Le champ de vec-
teurs utilise´
(b) Le re´sultat de l’al-
gorithme
Fig. 7.10 – Le re´sultat de l’algorithme 40 sur l’image.
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(a) Le champ de vec-
teurs par le filtre de
Deriche
(b) Le re´sultat avec ce
champ de vecteurs
Fig. 7.11 – Le re´sultat sur l’image du phare en utilisant le filtre de Deriche.
7.4 Couplage des deux e´quations
7.4.1 Initialisation
Pour commencer l’algorithme il faut initialiser les deux fonctions P et I sur
toute l’image, y compris dans le trou Ω. Pour les valeurs de P , nous utilisons
la section 6.3 pour les calculer a` partir de celles de I. Il ne reste donc qu’a`
initialiser les valeurs de I.
Initialisation de I. Pour initialiser I nous avons le choix entre deux pos-
sibilite´s. La figure 7.12 illustre ces deux possibilite´s. Pour les trois premie`res
images nous avons rempli le trou Ω par une valeur constante, respectivement 0,
128 et 255. La premie`re possibilite´ est effectivement de remplir le trou avec une
valeur constante. Il y a aussi la possibilite´ utilise´e pour la quatrie`me image de
la figure, celle de remplir le trou avec des valeurs ale´atoires.
Initialisation de P . Une fois que nous avons initialise´ I, nous voulons ini-
tialiser P de manie`re a` ce que le champ de probabilite´ initial soit I-compatible.
Pour cela, nous utilisons le proce´de´ de´crit dans la section 6.3. Aux points de
l’image ou` le gradient de l’image est non nul, nous initialisons P avec la for-
mule (6.16) par une gaussienne. Aux points ou` le gradient de l’image est nul,
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(a) Initialisa-
tion en noir
(b) Initialisa-
tion en gris
(c) Initialisa-
tion en blanc
(d) Initialisa-
tion ale´atoire
Fig. 7.12 – Diffe´rentes initialisations sont possibles pour I. Soit nous mettons
une valeur constante dans le trou Ω, soit nous mettons des valeurs ale´atoires
comme sur la dernie`re image.
nous initialisons P par une distribution uniforme, c’est la formule (6.17). Ainsi
lorsque le gradient de I n’est pas nul, l’orientation moyenne de P correspond
a` l’orthogonal direct de l’orientation du gradient et son e´cart-type est bien
inversement proportionnel a` la norme du gradient.
7.4.2 Re´sultats
Les parame`tres du sche´ma complet sont liste´s ci-apre`s.
– Les parame`tres de diffusion :
– α la diffusion angulaire de P ,
– β la diffusion spatiale de P ,
– et ν la diffusion de I.
– les pas de discre´tisation :
– δ le pas de discre´tisation spatial,
– K le nombre d’angles discrets,
– et τ le pas de temps.
Parmi tous ces parame`tres, seuls ceux de diffusion sont re´ellement libres.
Par contre pour re´soudre simultane´ment les deux e´quations nous devons alter-
ner les deux sche´mas. Ceci implique de nouveaux parame`tres que nous appe-
lons NP et NI qui sont respectivement le nombre d’ite´rations pour la boucle
sur P et pour celle sur I lorsque nous alternons les deux sche´mas.
Lorsque ν est trop petit un nouveau proble`me apparaˆıt, la diffe´rence entre
deux ite´rations entre l’image avant et apre`s ne tend pas force´ment vers 0. En
augmentant un peu ν, ce proble`me disparaˆıt.
Pour que l’algorithme soit stable il faut introduire tous les termes de diffu-
sion. Pour limiter la diffusion que cela entraˆıne nous avons a priori deux possi-
bilite´s, soit nous changeons le terme ou les termes de diffusion line´aire par des
termes de diffusion non line´aire, par exemple en remplac¸ant le laplacien par
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la courbure, soit nous se´parons les lignes de niveau de l’image pour appliquer
l’algorithme se´pare´ment a` chacun des ensembles de niveau de l’image.
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(a) bord flou (b) ligne floue
(c) courbe floue
Fig. 7.13 – Voici les re´sultats obtenus sur les trois images de la figure 7.5 en
prenant NP = 1000 et NI = 20.
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(a) E´tat initial (b) Apre`s une e´tape
(c) Apre`s deux e´tape (d) Au final
Fig. 7.14 – Voici les premie`res e´tapes pour le re´sultat 7.13(c) obtenu sur la
courbe floue ainsi que le re´sultat final.
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Dans la premie`re partie nous avons commence´ l’e´tude de la de´tection de
constances de largeur dans les images. Pour cela nous avons utilise´ l’approche
de de´tection sans parame`tre introduite par Morel, Moisan et Desolneux dans [12,
13, 14]. Cette approche est base´e sur l’e´cole Gestaltiste explique´e dans [22] et le
principe de Helmholtz. Pour l’appliquer nous avons passe´ en revue diffe´rentes
mode´lisations possibles du proble`me de la constance de largeur.
Pour de´tecter la constance de largeur nous devons de´tecter le fait que deux
courbes restent paralle`les. Dans cette partie nous introduisons un moyen d’e´va-
luer quantitativement le paralle´lisme de deux courbes. Cette mesure permet
de continuer l’approche de Morel et al. pour la constance de largeur. Il s’agit
de´sormais de faire des tests syste´matiques sur les images et de garder automa-
tiquement les meilleures mesures. Le concept qui restera alors a` de´gager est le
concept de maximalite´.
Au cours de l’e´laboration de cette mesure de paralle´lisme, nous sommes par-
tis d’un mode`le discret pour obtenir finalement un estimateur de cette mesure,
bien plus rapide. Nous avons e´galement obtenu a` partir du mode`le discret une
EDP correspondant au mode`le limite obtenu en faisant tendre le parame`tre r
du mode`le discret vers 0. L’EDP que nous avons obtenue est proche des e´qua-
tions utilise´es pour le proble`me de la de´socclusion. L’objet de la deuxie`me
partie est d’appliquer cette e´quation au proble`me de la de´socclusion.
Dans la deuxie`me partie nous proposons une nouvelle mode´lisation pour un
proble`me qui devient classique, celui de la de´socclusion. La me´thode que nous
proposons utilise une mode´lisation probabiliste de l’orientation du gradient
dans l’image. Les re´sultats que nous obtenons ne sont pas encore optimaux.
Cependant ils sont prometteurs.
Toute la mode´lisation que nous avons mene´e dans la premie`re partie autour
du paralle´lisme de deux courbes est nouvelle. Cette mode´lisation est ne´cessaire
pour parvenir a` mettre au point un de´tecteur de constance de largeur dans les
images. Cette mode´lisation nous a mene´ a` fournir trois outils pour effectuer
une mesure quantitative du paralle´lisme de deux courbes. C’est cette mesure
qui va nous permettre par la suite de faire de la de´tection. Pour de´tecter
une constance de largeur dans une image il ne reste plus qu’a` faire des tests
syste´matiques sur les courbes significatives trouve´es dans une image. Parmi
tous ces tests ceux qui seront positifs seront ceux de´passant un certain seuil a`
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de´terminer en fonction du nombre de tests qui auront e´te´ effectue´s.
Pour la de´socclusion notre contribution est de mode´liser l’incertitude sur
la mesure du gradient de l’image en introduisant un champ de probabilite´s.
Le champ de probabilite´s introduit prend en compte a` la fois le re´sultat de
la mesure du gradient mais e´galement la pre´cision de la mesure. Nous avons
ensuite introduit deux e´quations couple´es a` re´soudre, une e´quation que doit
ve´rifier le champ de probabilite´s dont le but est de le reconstruire dans le trou
et une seconde e´quation qui permet de reconstruire l’image e´tant donne´ le
champ de probabilite´s. La de´socclusion est un proble`me complexe et il n’y a
pas de solution unique pour chaque image. Nous avons introduit des sche´mas
stables pour re´soudre le syste`me obtenu contenant deux EDPs. Enfin nous
avons examine´ l’influence de diffe´rents parame`tres sur les re´sultats obtenus.
Une fois le proble`me du choix des parame`tre re´solus, il est relativement facile
d’adapter l’algorithme a` un nombre plus e´leve´ de dimensions. En effet il n’y a a`
cela aucun obstacle the´orique, il ne reste qu’a` adapter les sche´mas nume´riques.
Notre me´thode de de´socclusion ne convient que pour les images ne conte-
nant pas de texture. Pour les images de textures d’autres me´thodes existent
qui leur sont spe´cifiques comme par exemple [16]. N’importe quelle image na-
turelle comporte a` la fois des textures et des informations de nature ge´ome´-
trique. Une ide´e est de de´composer l’image en deux composantes suivant le
livre de Meyer [29], une composante de texture et une composante ge´ome´-
trique. Pour cela Vese et Osher ont pre´sente´ dans [38] une me´thode nume´rique
pour appliquer la de´composition. Aujol et al. [1] ont e´galement propose´e une
autre me´thode pour cette de´composition. Une fois l’image de´compose´e, nous
avons alors deux images pour la de´socclusion. Une image contenant les tex-
tures de l’image originale et une deuxie`me image contenant les informations
ge´ome´triques. Pour la partie contenant les textures nous pouvons employer la
me´thode d’Efros et Leung pour faire la de´socclusion. Sur l’autre image, celle
contenant la ge´ome´trie nous appliquons notre algorithme. Enfin il faut recom-
poser les deux images obtenues pour avoir le re´sultat final, la de´socclusion de
l’image originale.
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Annexe A
Diffusions
Pour ame´liorer la nettete´ des images, nous pouvons remplacer la diffusion
isotrope engendre´e par le terme ∆I par un terme de diffusion anisotrope. Deux
des choix possibles sont par exemple la courbure curv(I) = div(∇I/‖∇I‖), ou
bien l’ope´rateur de Malik et Perona div(∇I/(1 + ‖∇I‖2/λ2)).
Inte´ressons-nous au terme de diffusion. C’est un terme de diffusion classique
et il peut eˆtre relie´ a` une minimisation d’e´nergie. En effet une e´quation de
diffusion peut eˆtre une e´quation d’Euler-Lagrange associe´e a` une minimisation.
Prenons donc le cas du laplacien et examinons l’e´nergie suivante
J∆(u) =
∫
Ω
‖∇u‖2.
Un the´ore`me fondamental en analyse est celui qui stipule qu’en un minimum
local d’une application de´rivable sa de´rive´e s’annule. Ce the´ore`me nous per-
met de passer du proble`me de la minimisation d’e´nergie a` la re´solution d’une
e´quation. Ici l’e´quation d’Euler-Lagrange est
∇J∆(u) = 0
ou` ∇J∆ de´signe la de´rive´e au sens de Gaˆteau de la fonctionnelle. Pour la
calculer nous regardons
J∆(u+ tv)− J∆(u).
Si u minimise J∆ alors cette quantite´ est positive quelle que soit la fonction v
pour t proche de 0. Regardons donc J∆(u+ tv).
J∆(u+ tv) =
∫
Ω
‖∇(u+ tv)‖2
=
∫
Ω
‖∇u+ t∇v‖2
=
∫
Ω
‖∇u‖2 + 2t∇u · ∇v + ot→0(t)
= J∆(u)− 2t
∫
Ω
div(∇u)v + ot→0(t)
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Et donc nous avons ∇J∆(u) = −2div(∇u) = −2∆u
Ainsi le terme de diffusion ∆I correspond a` la minimisation de la norme L2
du gradient. Cette diffusion est connue pour rendre l’image floue tre`s rapide-
ment. De plus la position des bords de l’image n’est pas conserve´e. Ceci est
rappele´ par exemple dans l’article de Weickert [39].
Ceci nous incite a` regarder d’autres fonctionnelles qui permettent de contour-
ner ces inconve´nients. Par exemple nous avons vu que la fonctionnelle de la
variation totale
JV T (u) =
∫
Ω
‖∇u‖
minimise la longueur des lignes de niveau. Examinons l’e´quation d’Euler-Lagrange
associe´e.
JV T (u+ tv) =
∫
Ω
‖∇(u+ tv)‖
=
∫
Ω
√
‖∇(u+ tv)‖2
=
∫
Ω
√
‖∇u‖2 + 2t∇u · ∇v + ot→0(t)
=
∫
Ω
‖∇u‖
√
1 + 2t
∇u
‖∇u‖2 · ∇v + ot→0(t)
=
∫
Ω
‖∇u‖
(
1 + t
∇u
‖∇u‖2 · ∇v + ot→0(t)
)
= JV T (u) + t
∫
Ω
∇u
‖∇u‖ · ∇v + ot→0(t)
= JV T (u)− t
∫
Ω
div
( ∇u
‖∇u‖
)
∇v + ot→0(t)
Nous trouvons donc que ∇JV T (u) = −div(∇u/‖∇u‖) = −curv(u). Ainsi si
nous utilisons curv(I) comme terme de diffusion, nous minimisons la longueur
des lignes de niveau de I.
Avec le terme de courbure la diffusion devient anisotrope et non-line´aire.
Perona et Malik dans [32] introduisent un autre type de diffusion non-line´aire.
Regardons donc une troisie`me fonctionnelle,
JPM(u) =
∫
Ω
‖∇u‖2
1 + ‖∇u‖
2
λ2
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∆u = 0
∫
Ω
‖∇u‖2
curv(u) = 0
∫
Ω
‖∇u‖
div
 ‖∇u‖2(
1 + ‖∇u‖
2
λ2
)2
 = 0 ∫
Ω
‖∇u‖2
1 + ‖∇u‖
2
λ2
Tab. A.1 – Des e´quations de diffusion et l’e´nergie correspondante.
et sa de´rive´e,
JPM(u+ tv) =
∫
Ω
(‖∇u‖2 + 2t∇u · ∇v + ot→0(t))
×
(
1 +
‖∇u‖2
λ2
+ 2t
∇u · ∇v
λ2
+ ot→0(t)
)−1
=
∫
Ω
‖∇u‖2 + 2t∇u · ∇v + ot→0(t)
1 + ‖∇u‖
2
λ2
×
(
1 + 2t
∇u
λ2(1 + ‖∇u‖
2
λ2
)
· ∇v + ot→0(t)
)−1
=
∫
Ω
‖∇u‖2 + 2t∇u · ∇v + ot→0(t)
1 + ‖∇u‖
2
λ2
×
(
1− 2t ∇u
λ2(1 + ‖∇u‖
2
λ2
)
· ∇v + ot→0(t)
)
= JPM(u) + 2t
∫
Ω
div
(
∇u
(1 + ‖∇u‖
2
λ2
)2
)
v + ot→0(t)
Ainsi un terme de diffusion du type div(∇I/(1+ (∇I2/λ2))2) correspond a`
la minimisation de ∫
Ω
‖∇I‖2
1 + ‖∇I‖
2
λ2
.
Le tableau A.1 re´capitule les diffe´rents termes de diffusion ainsi que les e´nergies
qu’ils minimisent.
La figure A.1 montre l’effet de ces e´quations de diffusion sur la photographie
d’un lampadaire a` Durham. Les coefficients utilise´s sont 0,3 pour le pas de
temps, 0,8 pour le coefficient de diffusion et pour 100 ite´rations. Dans le cas
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du terme de diffusion du type Perona-Malik, dans cette figure nous avons
utilise´ λ = 20. La figure A.2 montre l’effet de cette diffusion pour λ = 1, 5,
10, 15 et 20. Pour choisir la valeur de ce parame`tre λ il est utile de regarder la
distribution de la norme du gradient. La figure A.3 montre l’histogramme de
la norme du gradient de la photo de Durham. Sur cet histogramme on constate
l’effet “ciel bleu”, un nombre important de petits gradients duˆs aux zones ou`
l’image varie peu. On de´duit de l’histogramme qu’il faut prendre λ autour
de 10.
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(a) Image originale (b) Laplacien
(c) Courbure (d) Perona-Malik,
λ = 20
Fig. A.1 – Effets des diffe´rents types de diffusion. Pas de temps de 0,3 et
coefficient de diffusion de 0,8 sur 100 ite´rations. Pour la diffusion de type
Perona-Malik, nous avons pris λ = 20.
171
ANNEXE A. DIFFUSIONS
(a) λ = 1 (b) λ = 5
(c) λ = 10 (d) λ = 15
Fig. A.2 – Plusieurs diffusions de type Perona-Malik, pour diffe´rentes valeurs
de λ. En haut a` gauche λ = 1, en haut a` droite, λ = 5, en bas a` gauche, λ = 10
et en bas a` droite λ = 15
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Fig. A.3 – Histogramme de la norme du gradient de l’image de Durham
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Annexe B
De´tecteur optimal de bord de
Deriche
Dans [10] Deriche analyse le travail de Canny dans [6]. Il en conclut que
l’ope´rateur optimal pour de´tecter les bords (dans un signal unidimensionnel)
est la convolution par la fonction
g(x) = −cxe−α|x|, (B.1)
ou` c est une constante et α est un parame`tre. En fait 1/α joue le meˆme roˆle que
l’e´cart-type σ d’une gaussienne, plus α est petit moins bonne est la localisation
du bord par le de´tecteur, cependant le rapport signal sur bruit est meilleur et
vice-versa.
Apre`s avoir pre´sente´ l’ope´rateur optimal (B.1) Deriche propose une imple´-
mentation de cet ope´rateur par un filtrage re´cursif. Ceci permet de simplifier
l’ope´rateur par rapport a` un calcul direct d’un produit de convolution. Pour
utiliser ce filtrage re´cursif plusieurs coefficients sont ne´cessaires qui sont tous
de´finis a` partir du parame`tre α. Le premier coefficient est la constante c de
l’ope´rateur (B.1) qui est en fait un coefficient de normalisation.
c =
(1− e−α)2
e−α
et k =
(1− e−α)2α2
1 + 2αe−α − e−2α , (B.2)
a = −ce−α, b1 = −2e−α et b2 = e−2α, (B.3)
c1 =
k
α
et c2 =
k
α2
, (B.4)
a0 = c2, a1 = (c1 − c2)e−α , a2 = a1 − c2b1 et a3 = −c2b2 (B.5)
Le filtrage re´cursif s’effectue a` partir de l’image I connue sur les points (i, j)
175
ANNEXE B. DE´TECTEUR OPTIMAL DE BORD DE DERICHE
de la grille. Le premier filtrage sert a` calculer r(i, j) qui correspond a` ∂I/∂y.
y+(i, j) = I(i, j − 1)− b1y+(i, j − 1)− b2y+(i, j − 2), (B.6)
y−(i, j) = I(i, j + 1)− b1y−(i, j + 1)− b2y−(i, j + 2), (B.7)
r0(i, j) = a(y+(i, j)− y−(i, j)), (B.8)
r+(i, j) = a0r
0(i, j) + a1r
0(i− 1, j)− b1r+(i− 1, j)− b2r+(i− 2, j), (B.9)
r−(i, j) = a2r0(i+ 1, j) + a3r0(i+ 2, j)− b1r−(i+ 1, j)− b2r−(i+ 2, j),
(B.10)
r(i, j) = r−(i, j) + r+(i, j). (B.11)
Enfin le filtre syme´trique permet de calculer s(i, j) qui correspond cette fois
a` ∂I/∂x.
x+(i, j) = I(i− 1, j)− b1x+(i− 1, j)− b2x+(i− 2, j), (B.12)
x−(i, j) = I(i+ 1, j)− b1x−(i+ 1, j)− b2x−(i+ 2, j), (B.13)
s0(i, j) = a(x+(i, j)− x−(i, j)), (B.14)
s+(i, j) = a0s
0(i, j) + a1s
0(i, j − 1)− b1s+(i, j − 1)− b2s+(i, j − 2), (B.15)
s−(i, j) = a2s0(i, j + 1) + a3s0(i, j + 2)− b1s−(i, j + 1)− b2s−(i, j + 2),
(B.16)
s(i, j) = s−(i, j) + s+(i, j). (B.17)
Les re´sultats de ce filtre sont pre´sente´s sur la figure B.1. L’image (a) montre
l’image bruite´e qui est utilise´e et en surimpression, les vecteurs repre´sentent
l’orientation obtenue par diffe´rence finie, sans aucun filtre. Les images sui-
vantes, (b), (c) et (d) montrent l’effet sur le champ d’orientation d’un filtrage
avec 1/α valant respectivement 0,1 puis 0,5 et enfin 1. La re´gularisation du
champ d’orientation, au moins aux points ou` le gradient a une norme impor-
tante, c’est-a`-dire le long du bord, est tre`s visible de`s l’image (b).
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(a) Sans filtre (b) Filtre avec 1/α = 0,1
(c) Filtre avec 1/α = 0,5 (d) Filtre avec 1/α = 1
Fig. B.1 – Re´sultat du filtre de Deriche sur l’orientation du gradient.
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Re´sume´ :
L’e´cole Gestaltiste s’inte´resse a` la vision, leur point de vue est que nous
regroupons des points lumineux et/ou des objets selon certaines re`gles pour
former des objets plus gros, des Gestalts.
La premie`re partie de cette the`se est consacre´e a` la constance de largeur.
La Gestalt constance de largeur regroupe des points situe´s entre deux bords
qui restent paralle`les. Nous cherchons donc dans les images des courbes “pa-
ralle`les.” Nous voulons faire une de´tection a contrario, nous proposons donc
une quantification du “non paralle´lisme” de deux courbes par trois me´thodes.
La premie`re me´thode utilise un mode`le de ge´ne´ration de courbes re´gulie`res
et nous calculons une probabilite´. La deuxie`me me´thode est une me´thode de
simulation de type Monte-Carlo pour estimer cette probabilite´. Enfin la troi-
sie`me me´thode correspond a` un de´veloppement limite´ de la premie`re en faisant
tendre un parame`tre vers 0 sous certaines contraintes. Ceci conduit a` une e´qua-
tion aux de´rive´es partielles (EDP). Parmi ces trois me´thodes la me´thode de
type Monte-Carlo est plus robuste et plus rapide.
L’EDP obtenue est tre`s similaire a` celles utilise´es pour la de´socclusion
d’images. C’est pourquoi dans la deuxie`me partie de cette the`se nous nous
inte´ressons au proble`me de la de´socclusion. Nous pre´sentons les me´thodes exis-
tantes puis une nouvelle me´thode base´e sur un syste`me de deux EDPs dont
l’une est inspire´e de celle de la premie`re partie. Nous introduisons la proba-
bilite´ de l’orientation du gradient de l’image. Nous prenons ainsi en compte
l’incertitude sur l’orientation calcule´e du gradient de l’image. Cette incertitude
est quantifie´e en relation avec la norme du gradient.
Avec la quantification du non paralle´lisme de deux courbes, l’e´tape suivante
est la de´tection de la constance de largeur dans les images. Il faut alors de´finir
un seuil pour se´lectionner les bonnes re´ponses du de´tecteur et surtout parmi
les re´ponses de´finir des re´ponses “maximales.” Le syste`me d’EDPs pour la
de´socclusion de´pend de beaucoup de parame`tres, il faut trouver une me´thode
de calibration des parame`tres pour obtenir de bons re´sultats adapte´s a` chaque
image.
Mots-cle´s : analyse d’images, mode`le a contrario, EDP, de´tection de struc-
ture, ge´ne´ration de courbes, probabilite´ ge´ome´trique, me´thode de Monte-Carlo,
Gestalts, de´socclusion d’images, e´quation de transport-diffusion, stabilite´ et
cohe´rence de sche´ma.
Abstract :
Gestaltists study vision, they think that we put objects together using rules
to make bigger objects, Gestalts.
The first part of this thesis deals with the constant width Gestalt, it puts
together points between parallel borders. We seek in images “parallel” curves.
We use an a contrario model : we therefore introduce a quantification of the“no
parallelism” of two curves in three ways. First we compute a probability using
a model to generate regular curves. Then we estimate this probability by a
Monte-Carlo method. Finaly a taylor expansion in the first computation leads
to a partial differential equation (PDE). The Monte-Carlo method is fastest
and most robust of the three.
Our PDE is very similar to the PDE used in image disocclusion, thus the
second part is about image disocclusion. We talk of the existing methods and
then present a new one based on two PDEs. We introduce the probability of
the image gradient orientation. We take into account the uncertainty upon the
orientation due to its computation. This uncertainty is quantified with respect
to the gradient norm.
The futur developments of this work are for the first part to use the com-
puted probability to detect constant width, and for the second one to tune the
parameters in order to have good results on natural images.
Keywords : image analysis, a contrario model, PDE, feature detection, curve
generator, geometric probability, Monte-Carlo method, Gestalts,image disoc-
clusion, transport-diffusion equation, scheme stability and consistency.
